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« c’est en forgeant que l’on devient forgeron » dit un
proverbe.

c’est en s’entraînant régulièrement aux calculs et

exercices que l’on devient un mathématicien
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:1تمرین
" في الخانة المناسبة .X)أنقل الجدول التالي ثم ضع العلامة "1

خاطئصحیح

4كل زوجي قابل للقسمة على 
مجموع عددین فردیین ھو عدد 

زوجي
2 Î¤

nعددا فردیا فان  2nاذا كان  
ديعدد فر

2المعادلة :  1x = تقبل حلا في-
¡

جمیع المستقیمات المتعامدة في 
الفضاء متقاطعة

4مضاعف للعدد114516

( )( )22 4- = -

)ھل توجد من بین الجمل الواردة في الجدول أعلاه جمل صحیحة 2
؟و خاطئة في آن واحد

)1الأجوبة:
خاطئصحیح

4Xكل زوجي قابل للقسمة على 

فردیین ھو عدد مجموع عددین
زوجي

X

2 Î¤X

nعددا فردیا فان  2nاذا كان  
عدد فردي

X

2المعادلة :  1x = تقبل حلا في-
¡

X

جمیع المستقیمات المتعامدة في 
الفضاء متقاطعة

X

4Xمضاعف للعدد114516

( )( )22 4- = -X

خاطئة وتسمى ) كل النصوص الریاضیةاما صحیحة و  إما  2
عبارات

وجدول حقیقة عبارة
:2تمرین

حدد العبارة النافیة  و قیمة حقیقة كل عبارة من العبارات الآتیة:
·( )( )42 2 =-p
·2Î¤q

)عبارة صحیحة  :pالأجوبة: )( )22 4- ¹:p

q:  عبارة خاطئة( )2 Ï¤:q

حدد العبارة النافیة  و قیمة حقیقة كل عبارة :3تمرین
من العبارات الآتیة :

( )( )42 2 )و-= )3 1³p

7 3
2

æ ö>ç ÷
è ø

1و
2
Î¥q

الأجوبة:
نستعمل جدول حقیقة العطف المنطقي

مكونة من عبارتین صحیحتینpالعبارة 
اذن ھي عبارة صحیحة أنظر جدول

عملیة العطف المنطقي:
:4تمرین

حدد قیمة حقیقة العبارات الآتیة :
( )( )22 3- )و < )3 1³A

( )3 2 3+ QÎ2Bو <
)"( )3.14p )و= )2 1£"C

الأجوبة:
نستعمل جدول عملیة 
العطف المنطقي لتحدید قیمة الحقیقة

A:  لأنھا مكونة من عبارتین صحیحتینعبارة صحیحة
B:  لأنھا عطف عبارة صحیحة مع خاطئةعبارة خاطئة
Cلأنھا فصل عبارتین خاطئتین:عبارة خاطئة

حدد قیمة الحقیقة و العبارة النافیة  لكل عبارة من العبارات :5تمرین
الآتیة :

( )( )22 4- = 5أو   - 1
2

æ ö³ç ÷
è ø

A

( )5 )أ و   >3 )3- Î¥B
الأجوبة:

نستعمل جدول حقیقة الفصل 
المنطقي

A:  لأنھا مكونة من عبارة صحیحة
عبارة صحیحة و عبارة خاطئة

B:لأنھا فصل عبارة خاطئة
عبارتین خاطئتین

( )( )22 4- ¹ 5و   - 1
2

æ ö<ç ÷
è ø

A

( )5 )و   3³ )3- Ï¥B

p
1
0

pوqqp

111
001
010
000

pأوqqp
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101
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000

میة أكادي
الجھة 

الشرقیة

المنطقتمارین محلولة:
المستوى : الأولى باك علوم تجریبیة

الأستاذ:
نجیب 
عثماني
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حدد قیمة الحقیقة و العبارة النافیة  لكل عبارة من العبارات الآتیة :6تمرین
:

1
2

æ öÎç ÷
è ø

)أو ¥ )4 2=A

)عدد فردي أو3( )( )22 3- >B
)( )3.14p )أو= )2 1£C

نستعمل جدول حقیقة الفصل المنطقيالأجوبة:
A:  لأنعبارة صحیحة( )4 عبارة صحیحة=2

B:  لأنھا فصل عبارتین صحیحتین عبارة صحیحة
C:  لأنھا فصل عبارتین خاطئتینعبارة خاطئة

1
2

æ öÏç ÷
è ø

)و ¥ )4 2¹A

)عدد زوجي و3( )( )22 3- £B

)( )3.14p )و¹ )2 1>C

حدد قیمة حقیقة كل عبارة من العبارات الآتیة ::7تمرین
( )0,1Î¥Þ)2( عدد فرديA
( )1- Î¥Þ)4 ( عدد زوجيB
نستعمل جدول حقیقة الأجوبة:

الاستلزام  المنطقي
A عبارة صحیحة
Bعبارة خاطئة

د قیمة حقیقة كل حد:8تمرین
عبارة من العبارات الآتیة :

( )( )22 4- = -Þ( )3 1³p

( )5 3<Þ6 2
2

æ ö=ç ÷
è ø

q

نستعمل جدول حقیقة العطف المنطقيالأجوبة:
p: عبارة خاطئة

)لأن  )3 صحیحة 1³

)و  )( )22 4- = خاطئة-

qلأن عبارة صحیحة:
6 2
2

æ ö=ç ÷
è ø

)خاطئة و  )5 صحیحة  >3

)أتمم ملأ الجدول التالي :9:1تمرین

) ماذا تلاحظ؟2
الأجوبة:

1(

))ألاحظ أن العبارتان 2 )p qÞ   وqأوp                                        متكافئتان

:10تمرین
2نفي  العبارة الآتیة :حدد 9 3 3"x x أو x= Þ = = -"A

Ûالجواب: ( )p qÞqأوp

)ومنھ نفي  )p qÞ ھي العبارةP qو
2ومنھ 9x =و ( 3 3)x x¹و ¹ -"A

حدد قیمة حقیقة كل عبارة من العبارات الآتیة ::11تمرین

( )( )2
5 2 50=Û( )2 3 10³p

( )1 3³Û6- Î¥q
نستعمل جدول حقیقة التكافؤ المنطقيالأجوبة:

p:  عبارة صحیحة
)لأن )2 3 )و10³ )( )2

5 2 50=

صحیحتین معا
q:  لأنھا فصل عبارة صحیحة

عبارتین خاطئتین
: نعتبر التعبیر التالي:12تمرین

( ) 2; 0x x xÎ - ³R
2x)حدد قیمة حقیقة  التعبیر من أجل 1 =
1یقة  التعبیر من أجل )حدد قیمة حق2

2
x =

1x)حدد قیمة حقیقة  التعبیر من أجل 3 = -
) ھل التعبیر صحیح أم خاطئ؟4

2x)من أجل 1الأجوبة: 2نجد : = 0³
ومنھ نحصل على عبارة صحیحة

1)من أجل2
2

x 1نجد : = 0
4

- ³

ارة خاطئةومنھ نحصل على عب
1x)من أجل 3 = 2نجد : - 0³

ومنھ نحصل على عبارة صحیحة
)) التعبیر: 4 ) 2; 0x R x xÎ - یصبح صحیحا ³

xخاطئا  من أجل بعض قیم Rمن xمن أجل بعض قیم 
xتحتوي على متغیرنقول أننا أمام دالة عباریة 

/2نكتب : وRلى المجموعة ینتمي إ 0x x x$ Î - ³¡

2بحیث Rمن xونقرأ یوجد  0x x- ³

): نعتبر التعبیر التالي:13تمرین ); ² 0n nÎ ³¥

2n)حدد قیمة حقیقة  التعبیر من أجل 1 =
لا تحقق  التعبیر السابق؟n)ھل توجد قیم   ل : 2

2n)من أجل1الأجوبة: نحصل  :على عبارة صحیحة=
n)نلاحظ أننا نحصل على عبارة صحیحة مھما تكن قیمة المتغیر 2

/2نكتب :  0n n" Î ³¥

p qÞqp
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( )p qÞqأوppqp
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حدد قیمة حقیقة كل عبارة من العبارات الآتیة ::14تمرین
"( ) 2; 0x x" Î >¡"A

"( ) ( ); 2 5 1nn n" Î > +¥"B

"2 1 0x - =,x$ Î¥  "C

"( );
4
nn" Î Ï¥ ¥"D

2"n >Þ4n >"E
)لا یحقق: 0لأن عبارة خاطئة  :Aالأجوبة: )2 0x >

B:  لا یحقق: 0لأن عبارة خاطئة( )( )2 5 1n n> +

)لأن  )( )02 5 0 1< +

C:  1لأنعبارة خاطئة
2
Ï¥

D:  4لأنعبارة خاطئة
4
Î¥

Eعبارة خاطئة
حدد قیمة حقیقة كل عبارة من العبارات الآتیة  ::15تمرین

1.2" / 0"x x" Î >¡

2."² 2 0x - =,x$ ÎR  "
Û²عدد فردي  5" .3 1 0x + =,x$ ÎR  "

4.( )2 3< Þ / "
2
nn" Î Î¥ ¥"

5.( ); 1 cos 1x x" Î - £ £¡

6.( ) ( ); :n m n m" Î $ Î <¥ ¥

7.2 1n )عدد زوجي + )n$ Î¥

8.( ) ;n n" Î Î¥ ¥

9.( ) ( ); : 0x y y x" Î $ Î - >¡ ¡

10.( )! ;2 4 0x x$ Î + =¡

11.( ) 2! ; 2x x$ Î =¡

12.( ) ;
4
xx$ Î Î¢ ¢

13.( ) ( ) 2; :x y y x" Î $ Î =¡ ¡

) صحیحة  5) خاطئة   4) خاطئة   3صحیحة  ) 2) خاطئة   1الأجوبة :
) 11) صحیحة  10) صحیحة  9) خاطئة   8) خاطئة   7) صحیحة  6

خاطئة 
1x) خاطئة   نأخذ 13) صحیحة  12 = -

حدد العبارة النافیة للعبارات الآتیة  ::16تمرین
1(( ) ;n n" Î Î¥ ¥

2  (( ) 2: 2 0
4
xx $xو Î Î - =¢ ¤

)كل الأشجار غیر مثمرة في المؤسسة3
)) 1الأجوبة: ) ;n n$ Î Ï¥ ¥

2 (( ) 2: 2 0
4
xx أو x" Î Ï - ¹¢ ¤

)توجد شجرة مثمرة في المؤسسة 3
حدد العبارة النافیة للعبارات الآتیة  :17تمرین

:1(( ) ( );2 5 1nn n" Î +¥ f

2 " (3
2

- Î¤ ²و 2 0x - =,x$ ÎR"

3(( ) ( ); :n m n m" Î $ Î <¥ ة  )كل مثلث قائم الزاویة لھ زاویة حاد¥4
))6)توجد نافذة في المؤسسة مكسورة 5 ) : 0n n n" Î Î Þ ³¢ ¢

))1الأجوبة : ) ( ): 2 5 1nn n$ Î £ +¥

2   (( ) 2 3: 2 0
2

x x "أو Î - ¹ - Ï¡ ¤

3(( ) ( ); :n m n m$ Î " Î ³¥ ¥

)یوجد مثلث قائم الزاویة لھ زاویة غیرحادة  4
))6)كل نوافذ المؤسسة غیر مكسورة 5 ) : 0n n n$ Î Î <¢ ¢ و

حدد العبارة النافیة للعبارات الآتیة: :18تمرین
1(( ) 2; : 2 4P x x x" Î ¹ Þ ¹¡

2(( ) 2; : 2 2015Q x x x$ Î < Þ ³¡

))1:الأجوبة  ) 2; : 2 4P x x $xو Î ¹ =¡

2(( ) 2; : 2 2015Q x x "xو Î < <¡

22بین أن :¡xÎلیكن :19تمرین 5 3 1 26x x< < Þ < + <
2فترض أن : نالأجوبة: 5x< 23ونبین أن : > 1 26x< + <

2لدینا :  5x< 22اذن : > 25x< 23اذن : > 1 26x< + <
22ومنھ :  5 3 1 26x x< < Þ < + <
22بین أن :¡xÎلیكن :20تمرین 3 10 9 3 97x x< < Þ < - <

2:نفترض أن : الأجوبة: 3 10x< 29ونبین أن : > 3 97x< - <
2لدینا :  3 10x< 212اذن : > 100x< 29اذن : > 3 97x< - <
22ومنھ :  3 10 9 3 97x x< < Þ < - <

1بین أن :¡xÎلیكن :21تمرین 12 4 1
3 1

x
x

< < Þ < <
-

2نفترض أن : جوبة:الأ 4x< 1ونبین أن : > 1 1
3 1x
< <

-
2لدینا :  4x< 2اذن : > 1 1 4 1x- < - < -

1اذن :  1 3x< - 1اذن : > 1 1
3 1x
< <

-
1ومنھ :  12 4 1

3 1
x

x
< < Þ < <

-

1بین أن :¡xÎلیكن :22تمرین 3 5 112
3 4 2

xx
x
- +

- < < Þ <
+

12نفترض أن : الأجوبة:
3

x- < 3ونبین أن : > 5 11
4 2

x
x
- +

<
+

12لدینا :
3

x- < 12اذن: > 4 4 4
3

x-+ < + < 132اذن+ 4
3

x< + <

3اذن 1 1
13 4 2x
< <

+
12ولدینا :

3
x- < 6اذن> 3 1x- < 1اذن: > 3 6x- < - <

4اذن 3 5 11x< - + <
12ومنھ :  3 5 11

13 4 2
x

x
- +

< <
+

3ومنھ  5 11
4 2

x
x
- +

<
+

بین العبارة التالیة خاطئة مع تعلیل الجواب: :23تمرین
 "p ( ) 1; 2x x

x
*" Î + ³¡

2xنعتبر :ة:الأجوب = 1لدینا : - 52 2
2 2

- + = - <
-

خاطئةpاذن : 
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بین العبارة التالیة خاطئة مع تعلیل الجواب::24تمرین
"

( )
0 1

1
x y

xy xy
+

< <
-

 ,] [0;1y" Î و] [0;1x" Î "p

1نعتبر :الجواب :
2

x 1و=
2

y لدینا :=
1 1

1 1 122 2 11 3 31 1 31
4 4 124 4

+
= = = >

æ ö ´-ç ÷
è ø

خاطئةpاذن : 

بین العبارة التالیة خاطئة مع تعلیل الجواب: :25تمرین
 "p ( ) 2;x x x" Î ³¡

1نعتبر :الأجوبة:
2

x لدینا : =
21 1 1

2 4 2
æ ö = <ç ÷
è ø

خاطئةpاذن : 

¡yÎو ¡xÎلیكن :26تمرین

1بین أن:  11
2 2

x y y +xأو > Þ > >

نستعمل الاستدلال بالاستلزام المضاد للعكسواب :الج
1اذن یكفي أن نبین أن :  1 1

2 2
x yو x y£ £ Þ + ؟؟؟؟؟£

1لدینا : 1
2 2

x £yو 1اذن :£ 1
2 2

x y+ £ 1xاذن :+ y+ £

1ومنھ :  1 1
2 2

x yو x y£ £ Þ + 1وبالتالي :£ 11
2 2

x y y +xأو > Þ > >

بین باستعمال الاستدلال بالاستلزام المضاد للعكس أنھ : اذا :27تمرین
[كان : [+¥Î ;1xو] [1;yÎ +¥

( ) ( )2 22 2x y x x y y¹ Þ - ¹ -

نستعمل الاستدلال بالاستلزام المضاد للعكسالجواب :
2اذن یكفي أن نبین أن :  22 2x x y y x y- = - Þ ؟؟؟؟؟=

2لدینا : 2 2 22 2 2 2 0x x y y x x y y- = - Þ - - + =

( ) ( )( ) ( )2 2 2 0 2 0x y x y x y x y x yÞ - - - = Þ - + - - =

( )( )2 0 0 2 2 0x y x y x y xأو y x yأوx yÞ - + - = Þ - = + - Þ = + - =

[ونعلم أن :  [+¥Î ;1x 1یعنيx > : [و: ونعلم أن  [+¥Î ;1x یعني
1y >

2xومنھ  y+ 2یعني < 0x y+ - 2ومنھ < 0x y+ - ¹
2ومنھ :  22 2x x y y x y- = - Þ =

)وبالتالي : ) ( )2 22 2x y x x y y¹ Þ - ¹ -

xلیكن : :28تمرین Î¡: 28بین أن 2
5

xx
x
+

¹ - Þ ¹
+

نستعمل الاستدلال بالاستلزام المضاد للعكس:الجواب
2اذن یكفي أن نبین أن :  2 8

5
x x
x
+

= Þ =-
+

؟؟؟؟؟

)لدینا : )2 2 2 2 5
5

x x x
x
+

= Þ + = +
+

( )2 2 5 2 2 10 8 8x x x x x x+ = + Þ + = + Þ- = Þ =-

2ومنھ :  2 8
5

x x
x
+

= Þ =-
+

[:29تمرین [+¥Î ;1x   و] [+¥Î ;2y
)بین أن : ) ( )yyxxyx 33 22 -¹-Þ¹

نستعمل الاستدلال بالاستلزام المضاد للعكس:الجواب
2اذن یكفي أن نبین أن :  23 3x x y y x y- = - Þ ؟؟؟؟؟=

2لدینا : 2 2 23 3 3 3 0x x y y x x y y- = - Þ - - + =

( ) ( ) ( ) ( )2 2 3 0 3 0x y x y x y x y x yÞ - - - = Þ - + - - =

( ) ( )3 0 0 3 3 0x y x y x y xأو y x yأوx yÞ - + - = Þ - = + - Þ = + - =

[ونعلم أن :  [+¥Î ;1x 1یعنيx [و: ونعلم أن : < [+¥Î ;2y
2yیعني  3xومنھ < y+ 3یعني < 0x y+ - 3ومنھ < 0x y+ - ¹

2ومنھ :  23 3x x y y x y- = - Þ =
)وبالتالي : ) ( )yyxxyx 33 22 -¹-Þ¹

2بین أن : :30تمرین 2 2a b ab+ ³( ) ( );a b" Î " Î¡ ¡

نستعمل الاستدلال بالتكافؤ:الأجوبة:
2 2 2 22 2 0a b ab a b ab+ ³ Û + - ³ Û

( )2 0a bÛ - وھذا صحیح لأن المربع دائما موجب  ³
2وبالتالي : 2 2a b ab+ ³( ) ( );a b" Î " Î¡ ¡

:باستعمال الاستدلال بفصل الحالات:31تمرین
)المعادلة :Rحل في  ) : 3 6 1E x - =

3ندرس اشارة : الأجوبة: 6x -

2xاذا كانت ::1الحالة  3فان : ³ 6 0x - ³
)ومنھ : ) : 3 6 1E x - =

3 6 1x - = Û3 7x = Û7
3

x S= Î Û

2xاذا كانت ::2الحالة  3فان : £ 6 0x - £
)ومنھ : ) : 3 6 1E x - =

( )3 6 1x- - = Û3 6 1x- + = Û

3 5x- = - Û5
3

x S= Î Û

5ومنھ مجموعة الحلول ھي :  7;
3 3

S ì ü= í ý
î þ

باستعمال الاستدلال بفصل الحالات :32تمرین
3المعادلة :Rحل في  2 4 5x x+ - = +

4xندرس اشارة : الجواب : -
4x: اذا كانت :1الحالة  4فان : ³ 0x - 4ومنھ :³ 4x x- = -

3 2 4 5x x+ - = +3 2 8 5x x+ - = + Û10x S= Î Û

4x: اذا كانت :2الحالة  4فان :£ 0x - 4ومنھ :£ 4x x- =- +

3 2 4 5x x+ - = +3 2 8 5x x- + = + Û2x S= Î Û

}ومنھ مجموعة الحلول ھي :  }2;10S =

باستعمال الاستدلال بفصل الحالات 33تمرین
)المعادلة :Rحل في  ) 2: 1 1 0E x x- + + =

1xندرس اشارة : :الجواب +

1x: اذا كانت :1الحالة ³ 1فان : - 0x + ³

)ومنھ : ) 2: 1 1 0E x x- + + =

( )2 1 1 0x x- + + = Û2 0x x- = Û( )1 0x x - = Û

0 1x Sأوx S= Î = Î Û
1x: اذا كانت :2الحالة £ 1فان: - 0x + £

)ومنھ : ) 2: 1 1 0E x x- + + =
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( )2 1 1 0x x+ + + = Û2 2 0x x+ + = Û وھذه المعادلة لیس لھا
7لأن : ¡حل في  0D = - <

}ومنھ مجموعة الحلول ھي :  }0;1S =

2nباستعمال الاستدلال بفصل الحالات .بین أن :  :34تمرین n+
"nعدد زوجي    Î¥

/عدد زوجي   اذن : n:1الحالة الجواب : 2k n k$ Î =¥

( ) ( )22 2 22 2 4 2 2 2 2n n k k k k k k k ¢+ = + = + = + =

2nومنھ :  n+   عدد زوجي
/عدد فردي   اذن : n:2الحالة  2 1k n k$ Î = +¥

( )22 22 1 2 1 4 4 1 2 1n n k k k k k+ = + + + = + + + +

( )2 2 24 6 2 2 2 3 1 2n n k k k k k¢+ = + + = + + 2nومنھ : = n+   عدد زوجي

2nوبالتالي :  n+   عدد زوجيn" Î¥
بین باستعمال الاستدلال بالخلف أن : :35تمرین

2

2

1 1
1

x
x

-
¹

+
/x" Î¡

لكي نبرھن أن عبارة صحیحة نفترض أن العبارة خاطئة الأجوبة:
ونحاول الحصول على تناقض مع المعطیات

2نفترض أن : 

2

1 1
1

x
x

-
=

+
/x$ Î¡

2یعني  21 1x x- = 1یعني + 1- = وھذا غیر صحیح+
2أي : ومنھ ما افترضناه كان خاطئا 

2

1 1
1

x
x

-
¹

+
/x" Î¡

عدد زوجي 2nبین أنھ اذا كان¥nÎ:36تمرین
عدد زوجيnفان : 

عدد فردي nنفترض أن :الأجوبة:
/أي أن :  2 1k n k$ Î = +¥

)ومنھ :   ) ( )22 2 22 1 4 4 1 2 2 2 1 2 1n k k k k k k ¢= + = + + = + + = +

عدد زوجي2nعدد فردي وھذا یتناقض مع المعطیات : 2nأي : 
عدد زوجيn: ومنھ ما افترضناه كان خاطئا أي 

3;بین باستعمال الاستدلال بالترجع أن ::37تمرین 1 2nn n" Î ³ +¥

نمر بثلاث مراحل :الجواب :
0nصحیحة بالنسبة ل نتحقق أن العبارة: 1المرحلة =

03لدینا  1 2 0³ + 1أي : ´ 0nومنھ العبارة صحیحة بالنسبة ل 1³ =
3نفترض أن:: 2المرحلة 1 2n n³ صحیحة+
)نبین أن::3المرحلة )13 1 2 1n n+ ³ + 13أي نبین أن : + 2 3n n+ ³ ؟؟+

لدینا حسب افتراض الترجع :
3 1 2n n³ )اذن : + )3 3 3 1 2n n´ ³ ´ +

13یعني :  6 3n n+ ³ اذن لم نجد بعد النتیجة +
6نلاحظ أن  :  3 2 1n n+ ³ (یمكن حساب الفرق)+

( ) ( )6 3 2 1 6 3 2 1 4 2 0n n n n n+ - + = + - - = + ³

13لدینا اذن :  6 3n n+ ³ 6و + 3 2 1n n+ ³ 13ومنھ :+ 2 3n n+ ³ +
3;بین باستعمال الاستدلال بالترجع أن ::38تمرین 1nn n" Î ³ +¥

نمر بثلاث مراحل :الجواب :
0nبالنسبة ل نتحقق أن العبارة صحیحة: 1المرحلة =

03لدینا  1 0³ 1أي : + 0nومنھ العبارة صحیحة بالنسبة ل 1³ =
3نفترض أن:: 2المرحلة 1n n³ صحیحة+
)نبین أن::3المرحلة )13 1 1n n+ ³ + 13أي نبین أن : + 2n n+ ³ ؟+

3لدینا حسب افتراض الترجع :  1n n³ )اذن : + )3 3 3 1n n´ ³ ´ +

13یعني :  3 3n n+ ³ اذن لم نجد بعد النتیجة +
3نلاحظ أن  :  3 2n n+ ³ (یمكن حساب الفرق)+

( ) ( )3 3 2 3 3 2 2 1 0n n n n n+ - + = + - - = + ³

13لدینا اذن :  3 3n n+ ³ 3و + 3 2n n+ ³ 13ومنھ :+ 2n n+ ³ +
2;بین باستعمال الاستدلال بالترجع أن ::39تمرین 1nn n" Î ³ +¥

نمر بثلاث مراحل : الجواب :
0nة ل نتحقق أن العبارة صحیحة بالنسب: 1المرحلة =

02لدینا  1 0³ 1أي : + 0nومنھ العبارة صحیحة بالنسبة ل 1³ =
2نفترض أن:: 2المرحلة 1n n³ صحیحة+
)نبین أن::3المرحلة )12 1 1n n+ ³ + 12ن أن : أي نبی+ 2n n+ ³ ؟؟؟؟؟+

2لدینا حسب افتراض الترجع :  1n n³ )اذن : + )2 2 2 1n n´ ³ ´ +

12یعني :  2 2n n+ ³ اذن لم نجد بعد النتیجة +
2نلاحظ أن  :  2 2n n+ ³ (یمكن حساب الفرق)+

( ) ( )2 2 2 0n n n+ - + = ³

12لدینا اذن :  2 2n n+ ³ 2و + 2 2n n+ ³ 12ومنھ :+ 2n n+ ³ +
بین باستعمال الاستدلال بالترجع أن ::40تمرین

( )1
1 2 3 ...

2
n n

n
´ +

+ + + + = :n *" Î¥

نمر بثلاث مراحل :الجواب :
1nبة ل نتحقق أن العبارة صحیحة بالنس: 1المرحلة =

)لدینا  )1 1 1 1 21 1
2 2

´ + ´
= = 1nومنھ العبارة صحیحة بالنسبة ل = =

)نفترض أن:: 2المرحلة )1
1 2 3 ...

2
n n

n
´ +

+ + + + صحیحة=

)نبین أن::3المرحلة ) ( ) ( )1 2
1 2 3 ... 1

2
n n

n n
+ ´ +

+ + + + + + ؟؟=

)لدینا : ) ( ) ( )1 2 3 ... 1 1 2 3 ... 1n n n n+ + + + + + = + + + + + +

)ولدینا حسب افتراض الترجع : )11 2 3 ...
2

n n
n

´ +
+ + + + =

)اذن : ) ( ) ( ) ( )1
1 2 3 ... 1 1 1 1

2 2
n n nn n n n
´ + æ ö+ + + + + + = + + = + +ç ÷è ø

( ) ( ) ( )( )1 221 2 3 ... 1 1
2 2

n nnn n n
+ ++æ ö+ + + + + + = + =ç ÷

è ø

)لدینا اذن :  )1
1 2 3 ...

2
n n

n
´ +

+ + + + = :n *" Î¥

3بین :41تمرین 2n n+ 3یقبل القسمة على
nمھما یكن العدد الصحیح الطبیعي 

/3یعني نبین : :الجواب 2 3k n n k$ Î + =¥

نستعمل الاستدلال بالترجع و نمر بثلاث مراحل :
0nنتحقق أن العبارة صحیحة بالنسبة ل : 1المرحلة =

30لدینا  2 0 0+ ´ ومنھ العبارة 3مضاعف للعدد =
0nصحیحة بالنسبة ل  =

/3نفترض أن:: 2المرحلة 2 3k n n k$ Î + صحیحة¥=
)نبین أن::3المرحلة ) ( )3/ 1 2 1 3k n n k¢ ¢$ Î + + + ؟؟؟؟؟¥=

( ) ( )3 3 21 2 1 3 3 1 2 2n n n n n n+ + + = + + + + + =

( ) ( ) ( )3 2 2 22 3 3 3 3 3 1 3 1n n n n k n n k n n+ + + + = + + + = + + +

( )23 1 3k n n k ¢= + + + 2مع = 1k k n n¢ = + + +

)ومنھ :  ) ( )3/ 1 2 1 3k n n k¢ ¢$ Î + + + =¥

3وبالتالي  2n n+مھما یكن العدد الصحیح الطبیعي 3لى یقبل القسمة ع
n
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بین باستعمال الاستدلال بالترجع أن ::42تمرین
( ) ( )2 2 2 2 1 2 1

1 2 3 ...
6

n n n
n

´ + ´ +
+ + + + = :n *" Î¥

نمر بثلاث مراحل ::الجواب
1nنتحقق أن العبارة صحیحة بالنسبة ل : 1المرحلة =

)لدینا  ) ( )2 1 1 1 2 1 1 2 31 1
6 6

´ + ´ + ´ ´
= = 1nرة صحیحة بالنسبة ل ومنھ العبا= =

)نفترض أن:: 2المرحلة ) ( )2 2 2 2 1 2 1
1 2 3 ...

6
n n n

n
´ + ´ +

+ + + + صحیحة=

)نبین أن::3المرحلة ) ( ) ( ) ( )22 2 2 2 1 2 2 3
1 2 3 ... 1

6
n n n

n n
+ ´ + ´ +

+ + + + + + ؟=

)لدینا : ) ( ) ( )2 22 2 2 2 2 2 2 21 2 3 ... 1 1 2 3 ... 1n n n n+ + + + + + = + + + + + +

)ولدینا حسب افتراض الترجع : ) ( )2 2 2 2 1 2 1
1 2 3 ...

6
n n n

n
´ + ´ +

+ + + + =

)اذن : ) ( ) ( ) ( )2 22 2 2 2 1 2 1
1 2 3 ... 1 1

6
n n n

n n n
+ +

+ + + + + + = + +

( ) ( ) ( ) ( )22 2 2 2 2 1
1 2 3 ... 1 1 1

6
n n

n n n n
+æ ö

+ + + + + + = + + +ç ÷
è ø

( ) ( ) ( ) ( )
22 1 6 1 2 7 61 1

6 6
n n n n nn n

+ + +æ ö æ ö+ +
= + = +ç ÷ ç ÷

è øè ø
)ویمكننا أن نلاحظ أن :  )( )22 7 6 2 2 3n n n n+ + = + +

)ومنھ :  ) ( ) ( ) ( )22 2 2 2 1 2 2 3
1 2 3 ... 1

6
n n n

n n
+ ´ + ´ +

+ + + + + + =

بین باستعمال الاستدلال بالترجع أن ::43تمرین
( ) 2

3 3 3 3 1
:1 2 3 ...

2
n n

n n* +æ ö
" Î + + + + =ç ÷

è ø
¥

نمر بثلاث مراحل ::الجواب
1nنتحقق أن العبارة صحیحة بالنسبة ل : 1لةالمرح =
)لدینا  ) 3

3 1 1 1
1 1

2
+æ ö

= =ç ÷
è ø

1nومنھ العبارة صحیحة بالنسبة ل  =

)نفترض أن:: 2المرحلة ) 2
3 3 3 3 1

1 2 3 ...
2

n n
n

+æ ö
+ + + + =ç ÷

è ø

صحیحة

)نبین أن::3المرحلة ) ( ) ( ) 2
33 3 3 3 1 2

1 2 3 ... 1
2

n n
n n

+ ´ +æ ö
+ + + + + + =ç ÷

è ø

؟؟

)لدینا : ) ( ) ( )3 33 3 3 3 3 3 3 31 2 3 ... 1 1 2 3 ... 1n n n n+ + + + + + = + + + + + +

)ولدینا حسب افتراض الترجع : ) 2
3 3 3 3 1

1 2 3 ...
2

n n
n

+æ ö
+ + + + =ç ÷

è ø

)اذن : ) ( ) ( )
2

3 33 3 3 3 1
1 2 3 ... 1 1

2
n n

n n n
+æ ö

+ + + + + + = + +ç ÷
è ø

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
22 2 2

3 2 21 4 41 1 1 1
4 4 4

n n n n nn n n n
+ æ ö æ ö+ +

= + + = + + + = +ç ÷ ç ÷
è ø è ø

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 22 2
2 2 2

2

2 2 1 2
1 1

4 2 2
n n n n

n n
+ + + +æ ö

= + = + = ç ÷
è ø

)ومنھ :  ) 2
3 3 3 3 1

:1 2 3 ...
2

n n
n n* +æ ö

" Î + + + + =ç ÷
è ø

¥

بین باستعمال الاستدلال بالترجع أن ::44تمرین
0 1 2 3 1:2 2 2 2 ... 2 2 1n nn +" Î + + + + + = -¥

نمر بثلاث مراحل ::الجواب
0nنتحقق أن العبارة صحیحة بالنسبة ل : 1المرحلة =

02لدینا  0و=1 12 1 1+ - 1nومنھ العبارة صحیحة بالنسبة ل = =
0ض أن:نفتر: 2المرحلة 1 2 3 12 2 2 2 ... 2 2 1n n++ + + + + = صحیحة-
0نبین أن::3المرحلة 1 2 3 1 22 2 2 2 ... 2 2 2 1n n n+ ++ + + + + + = ؟؟؟؟؟-

)لدینا : )0 1 2 3 1 0 1 2 3 12 2 2 2 ... 2 2 2 2 2 2 ... 2 2n n n n+ ++ + + + + + = + + + + + +

0ولدینا حسب افتراض الترجع : 1 2 3 12 2 2 2 ... 2 2 1n n++ + + + + = -
1اذن : 1 1 1 1 22 1 2 2 2 1 2 2 1 2 1n n n n n+ + + + += - + = ´ - = ´ - = -

0ومنھ : 1 2 3 1 22 2 2 2 ... 2 2 2 1n n n+ ++ + + + + + = -
0:والتالي  1 2 3 1:2 2 2 2 ... 2 2 1n nn +" Î + + + + + = -¥

بین باستعمال الاستدلال بالترجع أن ::45تمرین
1

0 1 2 5 15 5 5 ... 5
4

n
n

+ -
+ + + = :n" Î¥

نمر بثلاث مراحل ::الجواب
0nنتحقق أن العبارة صحیحة بالنسبة ل : 1المرحلة =

05لدینا  0و=1 15 1 1
4

+ -
0nومنھ العبارة صحیحة بالنسبة ل = =

نفترض أن:: 2المرحلة
1

0 1 2 5 15 5 5 ... 5
4

n
n

+ -
+ + + صحیحة=

نبین أن::3المرحلة
2

0 1 2 1 5 15 5 5 ... 5 5
4

n
n n

+
+ -

+ + + + ؟؟؟؟؟=

)لدینا : )0 1 2 3 1 0 1 2 3 15 5 5 5 ... 5 5 5 5 5 5 ... 5 5n n n n+ ++ + + + + + = + + + + + +

1ولدینا حسب افتراض الترجع :
0 1 2 5 15 5 5 ... 5

4

n
n

+ -
+ + + =

1اذن :
0 1 2 1 15 15 5 5 ... 5 5 5

4

n
n n n

+
+ +-

+ + + + = +

1 1 1 25 1 4 5 5 5 1 5 1
4 4 4

n n n n+ + + +- + ´ ´ - -
= = =

2ومنھ :
0 1 2 1 5 15 5 5 ... 5 5

4

n
n n

+
+ -

+ + + + =

1:والتالي :
0 1 2 5 15 5 5 ... 5

4

n
n

+ -
+ + + = :n" Î¥

بین أن:)46:1تمرین
1

0 1 2 3 13 3 3 ... 3
2

n
n

+ -
+ + + = :n" Î¥

)) أ)  بین أن : 2 )12 14 6 1 7n n+ ³ + +n" Î¥
2ب)  بین باستعمال الاستدلال بالترجع أن : 6 7n n³ +6n" ³

نمر بثلاث مراحل :)1:الجواب
0nنتحقق أن العبارة صحیحة بالنسبة ل : 1المرحلة =

03لدینا  0و=1 13 1 1
2

+ -
0nومنھ العبارة صحیحة بالنسبة ل = =

1نفترض أن:: 2المرحلة
0 1 2 3 13 3 3 ... 3

2

n
n

+ -
+ + + صحیحة=

نبین أن::3المرحلة
2

0 1 2 1 3 13 3 3 ... 3 3
2

n
n n

+
+ -

+ + + + ؟؟=

)لدینا : )0 1 2 3 1 0 1 2 3 13 3 3 3 ... 3 3 3 3 3 3 ... 3 3n n n n+ ++ + + + + + = + + + + + +

ولدینا حسب افتراض الترجع :
1

0 1 2 3 13 3 3 ... 3
2

n
n

+ -
+ + + =

1اذن :
0 1 2 1 13 13 3 3 ... 3 3 3

2

n
n n n

+
+ +-

+ + + + = +

1 1 1 1 2
13 1 3 1 2 3 3 3 1 3 13

2 2 2 2

n n n n n
n

+ + + + +
+- - + ´ ´ - -

= + = = =

ومنھ :
2

0 1 2 1 3 13 3 3 ... 3 3
2

n
n n

+
+ -

+ + + + =

:والتالي :
1

0 1 2 3 13 3 3 ... 3
2

n
n

+ -
+ + + = :n" Î¥

)نبین أن : )أ)2 )12 14 6 1 7n n+ ³ + +n" Î¥؟؟؟؟؟
نحسب الفرق : 

( ) ( )( )12 14 6 1 7 2 14 6 6 7 6 1 0n n n n n+ - + + = + - - - = + ³

)ومنھ :  )12 14 6 1 7n n+ ³ + +n" Î¥
2)ب)نبین أن :2 6 7n n³ +6n" ؟؟؟؟؟³

6nن العبارة صحیحة بالنسبة ل نتحقق أ: 1المرحلة =
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62لدینا  6 6 7³ ´ 64لأن : + ومنھ العبارة صحیحة بالنسبة ل 43³
6n =

2نفترض أن:: 2المرحلة 6 7n n³ صحیحة+
)نبین أن::3المرحلة )12 6 1 7n n+ ³ + ؟؟؟؟؟+

2لدینا حسب افتراض الترجع :  6 7n n³ )اذن : + )2 2 2 6 7n n´ ³ ´ +

12یعني :  12 14n n+ ³ اذن لم نجد بعد النتیجة +
): لدینا )أ)2وحسب السؤال  )12 14 6 1 7n n+ ³ + +n" Î¥

12ذن : لدینا ا 12 14n n+ ³ )و + )12 14 6 1 7n n+ ³ + +

)ومنھ : )12 6 1 7n n+ ³ + +

2وبالتالي : 6 7n n³ +6n" ؟؟؟؟؟³
*منnبین أنھ مھما یكن:47تمرین

¥.

( ) ( ) ( )11 2 2 3 3 4 4 5 .... 1 1 2
3

n n n n n´ + ´ + ´ + ´ + + ´ + = ´ + ´ +

نمر بثلاث مراحل ::الجواب
1nنتحقق أن العبارة صحیحة بالنسبة ل : 1لمرحلةا =

)لدینا  )1 1 1 1 2 2´ + = ´ )و= ) ( )1 11 1 1 1 2 2 3 2
3 3
´ ´ + ´ + = ´ ´ ومنھ العبارة =

1nصحیحة بالنسبة ل  =
)نفترض أن:: 2المرحلة ) ( ) ( )11 2 2 3 3 4 4 5 .... 1 1 2

3
n n n n n´ + ´ + ´ + ´ + + ´ + = ´ + ´ +

نبین أن ::3المرحلة

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 2 2 3 3 4 4 5 .... 1 1 2 1 2 3
3

n n n n n n n´ + ´ + ´ + ´ + + ´ + + + ´ + = + ´ + ´ ؟؟+

لدینا حسب افتراض الترجع :

( ) ( ) ( )11 2 2 3 3 4 4 5 .... 1 1 2
3

n n n n n´ + ´ + ´ + ´ + + ´ + = ´ + ´ +

اذن:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 2 2 3 3 4 4 5 .... 1 1 2 1 2 1 2
3

n n n n n n n n n´ + ´ + ´ + ´ + + ´ + + + ´ + = ´ + ´ + + + ´ +

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 31 2 1 2 1 2 1 1 2
3 3 3

nn n n n n n n n n n +æ ö æ ö= ´ + ´ + + + ´ + = + ´ + + = + ´ +ç ÷ ç ÷
è ø è ø

ومنھ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 2 2 3 3 4 4 5 .... 1 1 2 1 2 3
3

n n n n n n n´ + ´ + ´ + ´ + + ´ + + + ´ + = + ´ + ´ +

*منnبین أنھ مھما یكن:48تمرین
¥.

( ) ( )
( )

( ) ( )
31 1 1 1....

1 2 3 2 3 4 3 4 5 1 2 4 1 2
n n

n n n n n
´ +

+ + + + =
´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ + ´ + + ´ +

:نمر بثلاث مراحل:الجواب
1nنتحقق أن العبارة صحیحة بالنسبة ل : 1المرحلة =

)لدینا  )
( ) ( )
1 1 3 4 1

41 1 1 2 4 2 3 6
´ +

= =
+ ´ + ´ ´

1و 1
1 2 3 6

=
´ ´

=1nومنھ العبارة صحیحة بالنسبة ل 
نفترض أن:: 2المرحلة

( ) ( )
( )

( ) ( )
31 1 1 1....

1 2 3 2 3 4 3 4 5 1 2 4 1 2
n n

n n n n n
´ +

+ + + + =
´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ + ´ + + ´ +

صحیحة

نبین أن::3المرحلة

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 41 1 1 1 1....
1 2 3 2 3 4 3 4 5 1 2 1 2 3 4 2 3

n n
S

n n n n n n n n
+ ´ +

= + + + + + =
´ ´ ´´ ´ ´ ´ + ´ + + ´ + ´ + + ´ +

؟؟

لدینا حسب افتراض الترجع :

( ) ( )
( )

( ) ( )
31 1 1 1....

1 2 3 2 3 4 3 4 5 1 2 4 1 2
n n

n n n n n
´ +

+ + + + =
´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ + ´ + + ´ +

اذن :

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

23 31 4
4 1 2 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3

n n n n
n n n n n n n n n n n
´ + ´ +

= + = +
+ ´ + + ´ + ´ + + ´ + ´ + + ´ + ´ +

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 3 26 9 43 4 6 9 4
4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3

n n nn n n n n
n n n n n n n n n

´ + + +´ + + + + +
= = =

+ ´ + ´ + + ´ + ´ + + ´ + ´ +

)یمكننا أن نبین أن :  ) ( )23 26 9 4 1 4n n n n n+ + + = + ´ +

ومنھ: 
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

23 2 1 4 1 46 9 4
4 1 2 3 4 1 2 3 4 2 3

n n n nn n nS
n n n n n n n n

+ ´ + + ´ ++ + +
= = =

+ ´ + ´ + + ´ + ´ + ´ + ´ +

ومنھ 
( ) ( )

( )
( ) ( )

31 1 1 1....
1 2 3 2 3 4 3 4 5 1 2 4 1 2

n n
n n n n n

´ +
+ + + + =

´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ + ´ + + ´ +
n *" Î¥

¥من.nبین أنھ مھما یكن:49تمرین

2 24 1n
nb += 15یقبل القسمة على -

/یعني نبین : :الجواب 15nk b k$ Î =¥

نستعمل الاستدلال بالترجع و نمر بثلاث مراحل :
0nعبارة صحیحة بالنسبة ل نتحقق أن ال: 1المرحلة =

2لدینا  0 2 2
0 4 1 4 1 15b ´ += - = - =

0nومنھ العبارة صحیحة بالنسبة ل 15مضاعف للعدد  =
2نفترض أن:: 2المرحلة 2/ 4 1 15nk k+$ Î - صحیحة¥=
)نبین أن::3المرحلة )2 1 2/ 4 1 15nk k+ +¢ ¢$ Î - ؟؟؟؟؟¥=

2نبین أن:أي  4/ 4 1 15nk k+¢ ¢$ Î - ؟؟؟؟؟¥=
/1نبین أن:أي  15nk b k+¢ ¢$ Î ؟؟؟؟؟¥=

)نحسب مثلا : ) ( )2 4 2 24 1 4 1n n+ += - - -1n nb b+ -

( )2 2 2 2 2 2 2 24 4 4 4 1n n n+ + + += - = -1n nb b+ -
2 115 4 n+= ´1n nb b+ -

2اذن :  115 4 n+= ´1n nb b+ nb+2یعني - 115 4 n+= ´1nb +

/ولدینا حسب افتراض الترجع : 15nk b k$ Î =¥

15k+2ومنھ   115 4 n+= ´1nb +
k+2(اي  115 (4 n+= ´1nb +

/1وبالتالي  15nk b k+¢ ¢$ Î =¥

¥من.بین أنھ مھما یكن:50تمرین

3n n-6ى یقبل القسمة عل
/3یعني نبین : :الجواب 6k n n k$ Î - =¥

نستعمل الاستدلال بالترجع و نمر بثلاث مراحل :
0nنتحقق أن العبارة صحیحة بالنسبة ل : 1المرحلة =

30لدینا  0 0- 0nومنھ العبارة صحیحة بالنسبة ل 6مضاعف للعدد = =
/3نفترض أن:: 2المرحلة 6k n n k$ Î - صحیحة¥=
)نبین أن::3المرحلة ) ( )3/ 1 1 6k n n k¢ ¢$ Î + - + ؟؟؟؟؟¥=

( ) ( )3 3 21 1 3 3 1 1n n n n n n+ - + = + + + - - =

( ) ( ) ( )3 2 23 3 6 3 6 3 1n n n n k n n k n n= - + + = + + = + +

)ونعلم أن :  )1n n )عدد زوجي لأنھ جداء عددین متتالیین + )1 2n n m+ =

( ) ( ) ( )31 1 6 3 2 6 6 6 6n n k m k m k m k ¢+ - + = + ´ = + = + =

)وبالتالي: ) ( )3/ 1 1 6k n n k¢ ¢$ Î + - + =¥

111بین أن :)51:1تمرین 1 10 11 11 1n n n+ - = ´ + -n" Î¥
11)بین باستعمال الاستدلال بالترجع أن: 2 1n -

"10nمضاعف للعدد  Î¥

))1:الجواب )111 1 11 11 1 10 1 11 1 10 11 11 1n n n n n+ - = ´ - = + ´ - = ´ + -

11/) یعني نبین : 2 1 10nk k$ Î - =¥

نستعمل الاستدلال بالترجع و نمر بثلاث مراحل :
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0nنتحقق أن العبارة صحیحة بالنسبة ل : 1المرحلة =
011لدینا  1 1 1 0- = - ومنھ العبارة صحیحة 10مضاعف للعدد =

=0nبالنسبة ل 
11/نفترض أن:: 2المرحلة 1 10nk k$ Î - صحیحة¥=
1/11نبین أن::3المرحلة 1 10nk k+ ¢$ Î - ؟؟؟؟؟¥=

111) 1نعلم حسب  1 10 11 11 1n n n+ - = ´ + -
11/ولدینا حسب افتراض الترجع : 1 10nk k$ Î - =¥

111اذن: 1 10 11 10n n k+ - = ´ +
)اذن: )111 1 10 11 10n n k k+ ¢- = + 11nkمع= k¢ = +

111ومنھ : 1n+ 10مضاعف للعدد -
11وبالتالي: 1n "10nمضاعف للعدد - Î¥

23نضع :  :52تمرین 2n n
nA = -n *" Î¥

nتحقق من أن : )1
nn AA 2

1 372 ´+=+
n *" Î¥

7nمضاعف للعدد nAبین باستعمال الاستدلال بالترجع أن :)2 *" Î¥

))1الجواب )2 1 1 2 2 1 2 2 1
1 3 2 3 2 3 3 2 2n n n n n n

nA + + + +
+ = - = - = ´ - ´

( )2 1 2 1 2 2 1
1 9 3 2 2 7 2 3 2 2 7 3 2 3 2 2n n n n n n n

nA + = ´ - ´ = + ´ - ´ = ´ + ´ - ´

( )2 2 1 2 2 2
1 7 3 2 3 2 2 7 3 2 3 2 7 3 2n n n n n n n

n nA A+ = ´ + ´ - ´ = ´ + - = ´ + ´

/) یعني نبین : 2 7nk A k*$ Î =¥

1nالنسبة ل نتحقق أن العبارة صحیحة ب: 1المرحلة =
2لدینا  1 1 2

1 3 2 3 2 9 2 7A ´= - = - = - =

1nومنھ العبارة صحیحة بالنسبة ل 7مضاعف للعدد  =
/نفترض أن:: 2المرحلة 7nk A k*$ Î صحیحة¥=
نبین أن::3المرحلة

1/ 7nk A k*
+¢ ¢$ Î ؟؟؟؟؟¥=

2:)1حسب السؤال
1 7 3 2n

n nA A+ = ´ + ´

)اذن :  )2 2 2
1 7 3 2 7 3 2 7 7 3 2 7n n n

n nA A k k k+ ¢= ´ + ´ = ´ + ´ = ´ + = ´

23وبالتالي : 2n n
nA = -n *" Î¥

عدد حقیقي موجب قطعاaلیكن:53تمرین
)بین باستعمال الاستدلال بالترجع أن :)1 ); 1 1nn a n a" Î + ³ + ´¥

2nاستنتج أن :)2 n>;n" Î¥

) نمر بثلاث مراحل :1:الجواب
0nنتحقق أن العبارة صحیحة بالنسبة ل : 1المرحلة =

)لدینا  )01 1 0a a+ ³ + 1لأن : ´ ومنھ العبارة صحیحة بالنسبة ل 1³
0n =

)نفترض أن:: 2المرحلة )1 1na n a+ ³ + صحیحة´

)نبین أن::3المرحلة ) ( )11 1 1na n a+
+ ³ + + ؟؟؟؟؟´

)لدینا حسب افتراض الترجع :  )1 1na n a+ ³ + ´

)اذن :  )( ) ( )( )1 1 1 1na a a n a+ + ³ + + ´

)یعني : ) ( ) ( )11 1 1na a n a++ ³ + + اذن لم نجد بعد النتیجة ´
)ارن  : نق )( )1 1a n a+ + )و´ )1 1n a+ + (یمكن حساب الفرق)´

( )( ) ( )( ) 21 1 1 1 1 1a n a n a na a na n a a+ + ´ - + + ´ = + + + - - ´ -

( )( ) ( )( ) 21 1 1 1 0a n a n a na+ + ´ - + + ´ = ³

)اذن :  )( ) ( )( )1 1 1 1a n a n a+ + ´ ³ + + ´

)ومنھ : ) ( )11 1 1na n a+
+ ³ + + ´

)وبالتالي : ); 1 1nn a n a" Î + ³ + ´¥

))وجدنا : 2 )0; ; 1 1na n a n a" > " Î + ³ + ´¥

1aنأخذ مثلا :  )فنجد : = ); 1 1 1 1nn n" Î + ³ + ´¥

;أي :  2 1nn n" Î ³ +¥

1n:ولكن نعلم أن :  n n" Î + >¥

2nn;اذن :  n" Î >¥

« c’est en forgeant que l’on devient
forgeron » dit un proverbe.

c’est en s’entraînant

régulièrement aux calculs et

exercices que l’on devient un

mathématicien
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الدوال المعرفة كالتالي :حدد مجموعة تعریف:1تمرین
1(( ) 32 3f x x x= + +2(( ) 2

3 1
2 1

xg x
x x

+
=

- -
3(( ) 22 1h x x x= - -

))1أجوبة: ) 32 3f x x x= + +

یعني
fD = لأنھا دالة حدودیة¡

2(( ) 2

3 1
2 1

xg x
x x

+
=

- -
}یعني }2/ 2 1 0gD x x x= Î - - ¹¡

22 1 0x x- - نحل المعادلة باستعمال الممیز=
2a 1bو  = = 1cو  - = -

( ) ( ) ( )2 22 4 1 4 2 1 1 8 9 3 0b acD= - = - - ´ ´ - = + = = >
0Dبما أن fادلة تقبل حلین ھما: فان ھذه المع

1 2
bx

a
- + D

و  =
2 2

bx
a

- - D
=

( )
1

1 9 1 3 4 1
2 2 4 4

x
- - + +

= = = =
´

و  
2

1 3 2 1
2 2 4 2

x - -= = =-
´

1ومنھ:    ;1
2gD ì ü= - -í ý

î þ
¡

3(( ) 22 1h x x x= - -{ }2/ 2 1 0hD x x x= Î - - ³¡

1 1x و=
2

1
2

x نحدد جدول الاشارة :-=

]ومنھ : [1, 1,
2hD ù ù= -¥ - È +¥ú úû û

الدوال المعرفة كالتالي:حدد مجموعة تعریف:2تمرین
1(( ) ( )

( )2

2 1
2 3
x x

f x
x x x

+
=

+ -
2(( ) 2

4 1
1

xg x
x x

+
=

+ +

3(( )
2 3
2 1

x xh x
x
+ -

=
-

4(( )
2 3

4 2
xA x
x
-

=
+

5(( )
2 3

1 1
xB x

x x
-

=
- - +

6 (( ) 23C x x= -

))1أجوبة: ){ }2/ 2 3 0fD x x x x= Î + - ¹¡

( )2 22 3 0 0 2 3 0x x x x أو x x+ - = Û = + - =
22 3 0x x+ - نحل المعادلة باستعمال الممیز=

2a 1bو  = 3cو  = = -
( ) ( ) ( )2 22 4 1 4 2 3 1 24 25 5 0b acD= - = - ´ ´ - = + = = >

0Dبما أن f :فان ھذه المعادلة تقبل حلین ھما

1 2
bx

a
- + D

و  =
2 2

bx
a

- - D
=

1
1 25 1 5 4 1
2 2 4 4

x - + - +
= = = =

´
و  

2
1 5 6 3
2 2 4 2

x - - -
= = =-

´
3ومنھ:    ;0;1

2fD ì ü= - -í ý
î þ

¡

2({ }2/ 1 0gD x x x= Î + + ¹¡

( )22 4 1 4 1 1 1 4 3 0b acD= - = - ´ ´ = - =- <

¡ومنھ المعادلة لیس لھا حل في 

وبالتالي :
fD = ¡

3({ }/ 2 1 0hD x x= Î - ¹¡

1 1 12 1 0
2 2 2

x x x -xأو = Û = Û = = -

1ومنھ:    1;
2 2hD ì ü= - -í ý

î þ
¡

4({ }/ 4 2 0AD x x= Î + ¹¡

14 2 0
2

x x+ = Û = -

ADومنھ:   ¡ھذه المعادلة لیس لھا حل في و = ¡

5({ }/ 1 1 0BD x x x= Î - - + ¹¡

1 1 0 1 1x x x x- - + = Û - = +

)ومنھ:  )1 1 1 1x x xأو xÛ - = + - = - +

0 1 1 2 0x أو x= Û - = =
{ }0BD *= - =¡ ¡

6(( ) 23C x x= -{ }2/ 3 0CD x x= Î - ³¡

( ) ( )( )2
2 23 0 3 0 3 3 0x x x x- = Û - = Û - + =

3 0 3 0 3 3x أو x x xÛأو - = + = Û = = -
نحدد جدول الاشارة :

,3ومنھ : 3CD é ù= -ë û

)المعرفة كالتالي :   fنعتبر الدالة :3تمرین ) 2

1
1

f x
x

=
+

fحیز تعریف الدالة fDحدد .1
)بین أن :.2 ) 1f x £x" Î¡

)بین أن :.3 )0 f x£x" Î¡
؟fماذا تستنتج ؟مادا نقول عن الدالة .4

})1 الأجوبة: }2/ 1 0fD x x= Î + ¹¡

2 21 1 0x x= - Û + Rوھذه المعادلة لیس لھا حل في=
fD = ¡

2نعلم أن : )2 0x ³x" Î¡
2اذن:  1 0 1x + ³ 2یعني + 1 1x + ³

أكاديمیة 
الجھة 

الشرقیة

عمومیات حول الدوالتمارین محلولة:
المستوى : الأولى باك علوم تجریبیة

الأستاذ:
نجیب 
عثماني
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)یعني  ) 2

11 1
1

f x
x

£ Û £
+

x" Î¡

1بالعدد Rدالة مكبورة على fنقول 
م؟ نع2بالعدد Rمكبورة على fسؤال: ھل الدالة 

2نعلم أن : )3 0x ³x" Î¡
2اذن:  1 0 1x + ³ 2یعني + 1 1x + ³

)یعني  )0 f x£x" Î¡
0بالعدد Rدالة مصغورة على fنقول 

؟ نعم1-بالعدد Rمصغورة على fسؤال: ھل الدالة 
)نستنتج أن : )4 )0 1f x£ £x" Î¡

دالة محدودة  على fنقول Rمكبورة  و مصغورة   علىfاذن : 
R

التالیة  الدوال المكبورة و fحدد من بین  الدوال :4تمرین
المصغورة و المحدودة 

1.( ) 6f x x= +I =¡

2.( ) 2cos 1f x x= +I =¡

3.( ) 4 4f x x=- -I =¡

4.( ) 6f x x= +I +=¡

5.( ) 2f x sinx= -I =¡

0xنعلم أن : )1الأجوبة: ³x" Î¡
6اذن:  0 6x + ³ 6عني ی+ 6x + ³

)أي  )6 f x£x" Î¡
6بالعدد Rدالة مصغورة على fاذن 

1نعلم أن : )2 cos 1x- £ £x" Î¡
2اذن:  2cos 2x- £ 2یعني £ 1 2cos 1 2 1x- + £ + £ +

)یعني  )1 3f x- £ £x" Î¡
Rدالة محدودة  على fاذن: 

4نعلم أن :)3 0x ³x" Î¡4یعني 0x- 4یعني£ 4 0 4x- - £ -
)یعني ) 4f x 4-بالعدد Rمكبورة على fومنھ -£

0xنعلم أن :)4 ³x +" Î¡6یعني 0 6x + ³ +
)یعني )6 f x£ ومنھf مصغورة علىI 6بالعدد ¡=+

1نعلم أن : )5 sin 1x- £ £x" Î¡
1اذن:  2 sin 2 1 2x- - £ - £ 3یعني - sin 2 1x- £ - £-

)یعني  )3 1f x- £ £-x" Î¡
Rدالة محدودة  على fاذن: 

)المعرفة كالتالي :   fنعتبر الدالة :5تمرین ) 2 2 5f x x x= - +

4بالعدد مصغورة fبین أن الدالة 
)یكفي أن نبین أن : الجواب : )4 f x£x" Î¡

)ذن نحسب الفرق : ا ) ( )22 24 2 5 4 2 1 1 0f x x x x x x- = - + - = - + = - ³

)ومنھ : )4 f x£x" Î¡
4بالعدد Rمصغورة علىfوبالتالي
المعرفة fنعتبر الدالة :6تمرین

)كالتالي :    ) 22 4 1f x x x= - + +

3مكبورة  بالعدد fلدالة بین أن ا

): یكفي أن نبین أن : الجواب ) 3f x £x" Î¡
)اذن نحسب الفرق :  ) ( )2 23 3 2 4 1 3 2 4 1f x x x x x- = - - + + = + - -

( ) ( ) ( )22 23 2 4 2 2 2 1 2 1 0f x x x x x x- = - + = - + = - ³

)ومنھ : ) 3f x £x" Î¡
3بالعدد Rعلىمكبورة  fوبالتالي

)المعرفة كالتالي :   fنعتبر الدالة :7تمرین )
4

4

5 4
1
xf x

x
+

=
+

4بالعدد مصغورة fبین أن الدالة 
)یكفي أن نبین أن : الجواب : )4 f x£x" Î¡

اذن نحسب الفرق :

( ) ( ) ( )4 4 4 44

4 4 4 4

5 4 4 1 5 4 4 15 4 14 4 0
1 1 1 1

x x x xxf x
x x x x

+ - + + - ++
- = - = = = ³

+ + + +
)ومنھ : )4 f x£x" Î¡

]الدالة العددیة المعرفة على fلتكن :8تمرین [1;I = بما یلي:¥+
( ) 5 1f x x x=- - -

]على 5–مكبورة بالعدد fبین أن الدالة  [1;I = +¥

)أن : یكفي أن نبین الجواب : ) 5f x £ -[ [1;x" Î +¥

1نعلم أن : 0x - ³[ [1;x" Î 1یعني¥+ 0x- - £( )1
]ولدینا :  [5 5 1 1;x x x- £- Û ³ Û Î +¥( )2

)من :  )و1( 1نحصل على : 2( 5 0 5x x- - - £ -

)یعني ) 5f x ]على مكبورة fومنھ -£ [1;I = 5-بالعدد ¥+

)المعرفة كالتالي : fنعتبر الدالة :9تمرین )
2

2

2 7 7
3 3

x xf x
x x

+ +
=

+ +
fحیز تعریف الدالة fDحدد .1

7مكبورة بالعدد fة بین أن الدال.2
3

.Rعلى 

.Rعلى 1مصغورة بالعدد fبین أن الدالة .3
؟fمادا تستنتج بالنسبة  للدالة .4

})1الأجوبة: }2/ 3 3 0fD x x x= Î + + ¹¡

2 24 3 4 3 1 9 12 3 0b acD= - = - ´ ´ = - =- <
¡ومنھ المعادلة لیس لھا حل في 

وبالتالي :
fD = ¡

)) یكفي أن نبین أن : 2 ) 7
3

f x £x" Î¡

اذن نحسب الفرق :

( ) ( ) ( )2 22

2 2

7 3 3 3 2 7 77 7 2 7 7
3 3 3 3 3 3

x x x xx xf x
x x x x

+ + - + ++ +
- = - =

+ + + +

( )
2 2 2

2 2

7 7 21 21 6 21 21
3 3 3 3 3

x x x x xf x
x x x x

+ + - - -
- = =

+ + + +
2بالنسبة للحدودیة  3 3x x+ >0Dوجدنا أن : +
2أي أن :=1aي اشارةومنھ اشارتھا ھ 3 3 0x x+ + >

2وبما أنھ لدینا : 0x فان : ³
2

2 0
3 3
x

x x
³

+ +

)ومنھ : ) 7
3

f x £x" Î¡: بالتاليf7مكبورة بالعدد
3

.Rعلى

)) یكفي أن نبین أن : 3 )1 f x£x" Î¡
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اذن نحسب الفرق :

( ) ( )2 22

2 2

2 7 7 3 32 7 71 1
3 3 3 3

x x x xx xf x
x x x x

+ + - + ++ +
- = - -=

+ + + +

( ) ( )22 2 2

2 2 2

22 7 7 3 3 4 41
3 3 3 3 3 3

xx x x x x xf x
x x x x x x

++ + - - - + +
- = = =

+ + + + + +
2بالنسبة للحدودیة  3 3x x+ +: سبق أن وضحنا أن  

2 3 3 0x x+ + >

)وبما أنھ لدینا : )22 0x + )فان : ³ )2

2

2
0

3 3
x

x x
+

³
+ +

)ومنھ: )1 f x£x" Î¡:الدالة بالتاليf على 1مصغورة بالعدد
R.
))وجدنا أن : 4 )1 f x£ و( ) 7

3
f x £x" Î¡

)ومنھ :  ) 71
3

f x£ £x" Î¡ اي أنf محدودة علىR

)المعرفة كالتالي :   fنعتبر الدالة :10تمرین ) cosf x x=

)قارن :  )f x    و( )2f x p+x" Î¡
)الجواب  ) ( ) ( )2 cos 2 cosf x x x f xp p+ = + = =

Rالمعرفة على gو fنعتبر الدوال :11تمرین
)كالتالي :  ) cos 6f x x=و( ) sin 7g x x=

دوریة و fبین أن الدالة .1
3
p.دور لھا

2دوریة و gبین أن الدالة .2
7
p.دور لھا

fD)1الأجوبة: = ¡

xإذا كانت · Î¡ فان
3

x p
+ Î¡

·( ) ( )cos6 cos 6 2 cos6
3 3

f x x x x f xp p pæ ö æ ö+ = + = + = =ç ÷ ç ÷
è ø è ø

دوریة و fومنھ 
3
p.دور لھا

2(
gD = ¡

xإذا كانت · Î¡ 2فان
7

x p
+ Î¡

·( ) ( )2 2sin7 sin 7 2 sin7
7 7

g x x x x g xp p
pæ ö æ ö+ = + = + = =ç ÷ ç ÷

è ø è ø

g 2دوریة و
7
pر لھا.دو

بما یلي:¡الدالة العددیة المعرفة على fلتكن :12تمرین
( ) 2 2f x x= +

)أحسب :.1 )0f

)بین أن : .2 ) ( )0f f x£ ستنتج؟وماذا ت¡على

)1الأجوبة:
fD = )و ¡ )0 2f =

20نعلم أن : )2 x£x" Î¡
20اذن:  2 2x+ £ 22یعني + 2x£ +

)یعني  ) ( )0f f x£x" Î¡
)أستنتج أن   )0f ھي قیمة دنیا للدالةf على¡

)دالة معرفة ب:.fتكن:13تمرین ) 22 4 1f x x x=- + +

)أحسب)1 )1f: و تأكد أن( ) ( )2 32 1
2

f x xæ ö=- - -ç ÷è ø

)تأكد أن : )2 ) ( )1f x f£مھما تكنxمنR.
ماذا تستنتج؟)3

)1الأجوبة:
fD = )و ¡ )1 3f =

)نعلم أن : )2 )20 1x£ -x" Î¡

)اذن:  )23 30 1
2 2

x- £ - )یعني - )23 31
2 2

x- £ - -

)یعني  ) ( ) ( )23 32 2 1
2 2

xæ ö æ ö- - ³ - - -ç ÷ ç ÷
è ø è ø

)یعني  ) 3f x £x" Î¡

)یعني  ) ( )1f x f£x" Î¡
))أستنتج أن  3 )1f ھي قیمة قصوى للدالةf على¡

)دالة معرفة ب:fلتكن:14تمرین ) 22 2 3f x x x= + +.

)بین أن : )1f ¡على fھي قیمة دنیا للدالة -

)یكفي أن نبین أن : : الجواب ) ( )1f f x- £x" Î¡
( )1 2 2 3 3f - = - + =

اذن نحسب الفرق :
( ) ( ) 2 21 2 2 1 3 2 2 2f x f x x x x- - = + + - = + -

2 24 2 4 2 2 4 16 12 0b acD= - = - ´ ´ = - =- <
22اذن : =2aاذن: اشارة الحدودیة ھي اشارة  2 2 0x x+ - >

): ومنھ ) ( )1f f x- £
)وبالتالي:  )1f ¡على fھي القیمة الدنیا للدالة -

)المعرفة كالتالي :   fنعتبر الدالة :15تمرین )
2

2

1
1

xf x
x x

+
=

+ +
fحیز تعریف الدالة fDحدد .1
)بین أن .2 )1fنیا للدالة ھي القیمة الدfعلىR.
)بین أن .3 )1f .Rعلىfھي القیمة القصوى  للدالة -

})1:الأجوبة }2/ 1 0fD x x x= Î + + ¹¡

2 24 1 4 1 1 1 4 3 0b acD= - = - ´ ´ = - =- <
وبالتالي :¡ومنھ المعادلة لیس لھا حل في 

fD = ¡

)یكفي أن نبین أن : )2 ) ( )1f f x£x" Î¡

( )
2

2

1 1 21
1 1 1 3

f +
= =

+ +

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 22 2

2 2 2

3 3 2 11 2 2 11
1 3 3 1 3 1

x x xx x xf x f
x x x x x x

+ - + ++ - +
- = - -= =

+ + + + + +

)اذن :  ) ( ) ( )
( )

2

2

1
1

3 1
x

f x f
x x

-
- =

+ +

2: لحدودیةبالنسبة ل 1x x+ >0Dوجدنا+
2أي : =1aاذن: اشارة الحدودیة ھي اشارة  1 0x x+ + >

)ونعلم أن :  )21 0x - )اذن : ³ ) ( )1 0f x f- ³

)ومنھ :  ) ( )1f f x£x" Î¡

)و بالتالي : )1f ھي القیمة الدنیا للدالةfعلىR.
)یكفي أن نبین أن : )3 ) ( )1f x f£ -x" Î¡

( ) ( )
( )

2

2

1 1
1 2

1 1 1
f

- +
- = =

- - +

( ) ( ) ( ) ( )2 22 2

2 2 2

2 1 11 2 11 2
1 1 1

x x xx x xf f x
x x x x x x

+ + - ++ + +
- - = - = =

+ + + + + +
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)اذن :  ) ( ) ( )2
2

1
1

1
x

f f x
x x

+
- - =

+ +

: بالنسبة للحدودیة
2 1x x+ سبق أن +

2بیننا أن  :  1 0x x+ + >
)ونعلم أن :  )21 0x + )اذن : ³ ) ( )1 0f f x- - ³

)ومنھ :  ) ( )1f x f£ -x" Î¡
)و بالتالي : )1f .Rعلىfھي القیمة القصوى  للدالة -

كالتالي : Rالمعرفة على fنعتبر الدالة :16تمرین

( ) 2 21f x x x x= + مكبورة بالعدد fبین أن الدالة -
1
2

.

)یكفي أن نبین أن : الجواب :  ) 1
2

f x £x" Î¡

( )
2 2 2 2

2 21 1 1 2 1 2 1 2 1 21
2 2 2 2

x x x x x xf x x x x - + + - + +
- = - + + = =

( )
( ) ( )2 2

2 2 2 2
2 2 2 1 2 1 11 1 2 1 0

2 2 2 2

x x x x x xx x x xf x
+ - + ´ + + -+ - + +

- = = = ³

العدد مكبورة بfومنھ 
1
2

.

المعرفتین  gو fلتكن الدالتین العددیتین :17تمرین
)بما یلي:¡على  ) 2 1f x x= )و   - ) 2g x x=

في نفس المعلمgو fمثل الدالتین.1
)أدرس اشارة الفرق: .2 ) ( )g x f x-ستنتج مبیانیا؟وماذا ت

)1الأجوبة:
fD = و ¡

gD = لأنھم ¡

دوال حدودیة

2(( ) ( ) ( )22 2 1 1 0g x f x x x x- = - + = - )ومنھ ³ ) ( )g x f x³

gوجدنا أن :  gو fنقول أننا قمنا بمقارنة للدالتین  f³
¡علىfدالةیوجد فوق منحنى الgمنحنى الدالة أستنتج مبیانیا أن  

الدالتین العددیتین المعرفتین كالتالي :gو fلتكن :18تمرین

( )f x x= و( ) 2g x x=

gDو  fDحدد  .1
gو fمعلم متعامد ممنظم منحنى الدالتین أرسم في.2
gو fقارن .3

)1الأجوبة:
fD = و ¡

gD = لأنھم دوال حدودیة¡

2(( ) ( ) ( )2 1g x f x x x x x- = - = -

)ندرس اشارة )1x x-    :( )1 0x x- 1یعني = 0x- 0xأو= =

نرسم جدول الاشارة :

[:اذاكانت 1الحالة  ] [ [, 0 1,xÎ -¥ È gفان ¥+ f³ بالتالي
[على fیوجد فوق منحنى الدالةgمنحنى الدالة  ] [ [, 0 1,-¥ È +¥

]:اذاكانت2الحالة ]0,1xÎ فانf g³ منحنى الدالة بالتاليg یوجد

]الدالة  على fتحت منحنى ]0,1.

المعرفتین كالتالي :  gو fالدالتین العددیتین قارن :19تمرین
( ) 4 1g x x= )و   - ) 24f x x=

واعط تأویلا مبیانیا للنتیجة
الجواب :

fD = و ¡
gD = لأنھم دوال حدودیة¡

( ) ( ) ( )224 4 1 2 1 0f x g x x x x- = - + = - ³

fومنھ :  g³ منحنى الدالة بالتاليf یوجد فوق منحنى
.¡على gالدالة

gو منحنى الدالة fأدرس الوضع النسبي لمنحنى الدالة :20تمرین

)حیث   ) 1
1

f x x
x

= +
+

)و  )g x x=

}الجواب : }1fD = - و ¡-
gD = ¡

( ) ( ) 1 1
1 1

f x g x x x
x x

- = + - =
+ +
1xندرس اشارة  +:

1x:اذاكانت 1الحالة  fفان -< g³ بالتالي
[على gیوجد فوق منحنى الدالةfمنحنى الدالة  [1;- +¥.

1x:اذاكانت 2الحالة gفان -> f³ بالتالي
[على gیوجد تحت منحنى الدالةfمنحنى الدالة  [; 1-¥ -.

كالتالي :Rالمعرفتین على gو fنعتبر الدالتین :21تمرین
( ) 2 3 5f x x x= - )و  + ) 2 2 2g x x x=- + +

gو منحنى الدالة fأدرس الوضع النسبي لمنحنى الدالة 

10x
11-( )f x

2101-2-3-x
9410149( )g x

32101-2-3-x
9410149( )g x10x

11
( )f x
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الجواب :
fD = و ¡

gD = ¡

( ) ( ) ( )2 2 23 5 2 2 2 5 3f x g x x x x x x x- = - + - - + + = - +

22ندرس اشارة  5 3x x- +:
2a 5bو  = = 3cو  - =

( )22 4 5 4 2 3 25 24 1 0b acD= - = - - ´ ´ = - = >

0Dبما أن fدیة جذرین ھما: فان لھذه الحدو

1 2
bx

a
- + D

و  =
2 2

bx
a

- - D
=

1
5 1 6 3
2 2 4 2

x +
= = =

´
و  

2
5 1 4 1
2 2 4

x -
= = =

´

/3:اذاكانت 1الحالة  2x 1xأو ³ fفان £ g³
gیوجد فوق منحنى الدالةfمنحنى الدالة بالتالي 

[على ] 3,1 ,
2
é é-¥ È +¥ê êë ë

.

:اذاكانت 2الحالة
31
2

x£ gفان £ f³ منحنى بالتالي

,31على gیوجد تحت منحنى الدالةfالدالة 
2

é ù
ê úë û

.

الدالتین العددیتین المعرفتین كالتالي :  gو fلتكن :22تمرین
( ) 1f x x= )و + ) 2g x x=

)حدد :  )( ) ( )( )g f x g f x=d    و

( )( ) ( )( )f g x f g x=dماذا تلاحظ ؟

)الجواب:  ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 21 1 2 1g f x g f x g x x x x= = + = + = + +o

( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 1f g x f g x f x x= = = +o

gنلاحظ: f f g¹o o

الدالتین العددیتین المعرفتین كالتالي :  gو fلتكن :23تمرین

( ) 1f x x= - )و  + ) 3g x x x= )حدد - ) ( )g f xo

)الجواب:  ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )31 1 1g f x g f x g x x x= = - + = - + - - +o

( ) ( ) ( ) ( )3 3 2 31 1 1 3 1 3 1 1g f x x x x x x x= - - - + = - ´ ´ + ´ ´ - + -o

( ) ( ) 3 2 3 3 21 3 3 1 3 2g f x x x x x x x x= - + - + - =- + -o

الي :  الدالتین العددیتین المعرفتین كالتgو fلتكن :24تمرین
( ) 1f x x= )و - )g x x=

gوgDو  fDحدد :  fD
o

)ثم أحسب ) ( )g f xog fx D" Î
o

الجواب : 
fD = }و ¡ } [ [/ 0 0,gD x x= Î ³ = +¥¡

( ){ }/g f f gD x x D fو x D= Î Î Î
o

¡

( ) [ [{ }/ 0,g fD x x fو x= Î Î Î +¥
o

¡ ¡

[ [{ }/ 1 0,g fD x x =xو Î Î + Î +¥
o

¡ ¡

{ } { }/ 1 / 1 0g f g fD x x D x x= Î ³- Û = Î + ³
o o

¡ ¡

[ [1;g fD = - +¥
o

( ) ( ) ( )( ) ( )1 1g f x g f x g x x= = - = -o

الي :  الدالتین العددیتین المعرفتین كالتgو fلتكن :25تمرین
( ) 3f x x= )و - ) 1g x x= +

gوgDو  fDحدد :  fD
o

)ثم أحسب ) ( )g f xog fx D" Î
o

fDالجواب :  = ¡
}و  } { } [ [/ 1 0 / 1 1,gD x x x x= Î + ³ = Î ³ - = - +¥¡ ¡

( ){ }/g f f gD x x D fو x D= Î Î Î
o

¡

( ) [ [{ }/ 1,g fD x x fو x= Î Î Î +¥
o

¡ ¡

[ [{ }/ 3 1,g fD x x= Î - Î - +¥
o

¡

{ } { }/ 2 / 3 1g f g fD x x D x x= Î ³ Û = Î - ³-
o o

¡ ¡

[ [2;g fD = +¥
o

( ) ( ) ( )( ) ( )3 3 1 2g f x g f x g x x x= = - = - + = -o

تالي :  الدالتین العددیتین المعرفتین كالgو fلتكن :26تمرین
( ) 4 3f x x= )و - ) 3 2g x x= - +

gو fأدرس رتابة 

)1أجوبة :
fD = لأنھا دالة حدودیة¡

1xلیكن : Î¡2وx Î¡1حیث ب 2x x<

1اذن :  24 4x x< : 1اذن 24 3 4 3x x- < -

)اذن :  ) ( )1 2f x f x<

¡تزایدیة علىfومنھ الدالة

2(
gD = لأنھا دالة حدودیة¡

1xلیكن : Î¡2وx Î¡ 1بحیث 2x x<

1اذن :  23 3x x- > 1اذن : - 23 2 3 2x x- + > - اذن : +
( ) ( )1 2g x g x>

¡تناقصیة علىgومنھ الدالة

)الدالة  العددیة المعرفة كالتالي :  fلتكن:27تمرین ) 22f x x=

fD)حدد  1
]على كل من المجالین  :f) أدرس رتابة 2 [و ¥+;0] ];0-¥

حدد جدول تغیرات )3

fD)1أجوبة : = لأنھا دالة حدودیة¡

]على المجالf) أ) دراسة رتابة الدالة2 [0;+¥:

]لیكن : [1 0;x Î ]و¥+ [2 0;x Î 1بحیث ¥+ 2x x<

2اذن: 2
1 2x x< 2ومنھ 2

1 22 2x x< أي( ) ( )1 2f x f x<

]تزایدیة علىfومنھ الدالة [0;+¥
[على المجالfب) دراسة رتابة الدالة ];0-¥:

[لیكن : ]1 ;0x Î [و¥- ]2 ;0x Î 1بحیث ¥- 2x x<

2اذن: 2
1 2x x> 2ومنھ 2

1 22 2x x> أي( ) ( )1 2f x f x>

[تناقصیة علىfومنھ الدالة ];0-¥

.f)حدد جدول تغیرات الدالة3
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المعرفة xالدالة العددیة للمتغیر الحقیقي fلتكن:28تمرین
)كالتالي :  ) 2f x x= +

fمجموعة تعریف الدالة fD)حدد 1
fوحدد جدول تغیرات fDعلى fرس رتابة الدالة )أد2
في معلم متعامد ممنظم . f)أنشئ التمثیل المبیاني للدالة 3

})1الجواب : } { } [ [/ 2 0 / 2 2,fD x x x x= Î + ³ = Î ³ - = - +¥¡ ¡

]لیكن :)2 [1 2;x Î - ]و¥+ [2 2;x Î - 1بحیث ¥+ 2x x<

اذن:
1 22 2x x+ < ومنھ +

1 22 2x x+ < )أي + ) ( )1 2f x f x<

]تزایدیة علىfومنھ الدالة [2;- +¥

3(

المعرفة كالتالي : xالدالة العددیة للمتغیر الحقیقي fلتكن:29تمرین

( ) 31
2

f x x= -

fمجموعة تعریف الدالة fD)حدد 1
fو  حدد جدول تغیرات fDتناقصیة قطعا على f)بین أن الدالة 2
في معلم متعامد ممنظم .f)أنشئ التمثیل المبیاني للدالة 3

)1:لجوابا
fD = لأنھا دالة حدودیة¡

1x)لیكن :2 Î¡2وx Î¡ 1بحیث 2x x<

3اذن: 3
1 2x x< 3ومنھ 3

1 2
1 1
4 4

x x´ < )أي ´ ) ( )1 2f x f x<

¡تزایدیة علىfومنھ الدالة

3(

7201 -2 -x

32210( )f x

32101 -2 -3 -x
6.521/40-1/42 -6.5( )f x

« c’est en forgeant que l’on devient
forgeron » dit un proverbe.

c’est en s’entraînant

régulièrement aux calculs et

exercices que l’on devient un

mathématicien
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نقطتین  مختلفتین من المستوى  Bو Aلتكن :1تمرین
4بحیث :Gبین أنھ توجد نقطة   )1 5 0GA GB- =

uuuv uuuv v

( )E
Gأنشئ النقطة  )2

))نلاحظ أن : 1الأجوبة: )4 5 0+ - ¹

4 5 0GA GB- =
uuuv uuuv v

)یعني )42 5 0GA GA AB- + =
uuuv uuuv uuuv v

(استعمال علاقة شال)

4یعني 5 5 0GA GA AB- - =
uuuv uuuv uuuv v

5یعني 0GA AB- - =
uuuv uuuv v

5AGیعني AB=
uuuv uuuv

)على المستقیم Gاذن توجد نقطة وحیدة  )AB تحقق( )E
2(

نقطتین  مختلفتین من المستوى  Bو Aلتكن :2تمرین
2بحیث :Gھل توجد  توجد نقطة    2 0GA GB- =

uuur uuur r

2نلاحظ أن : الجواب : 2 0- =
2 2 0GA GB- =
uuuv uuuv v

)نيیع )2 2 0GA GA AB- + =
uuuv uuuv uuuv v(استعمال علاقة شال)

2یعني 2 2 0GA GA AB- - =
uuuv uuuv uuuv v

2یعني 0AB=
uuuv v

وھذا غیر ممكن 
)تحقق Gاذن لا توجد نقطة  )E

0aاذا كانت :1ملاحظة b+ )فان النقطتین  المتزنتین  = );A a و

( );B bلیس لھم مرجح

مرجح النقطتین  Gاذا كانت النقطة :2ملاحظة

)المتزنتین );A a و( );B b: فانbAG AB
a b

=
+

uuuv uuuv
(استعمال علاقة �

Gذه الكتابة تستعمل لرسم النقطة شال) وھ
)مرجح النقطتین  Gأنشئ  :3تمرین )2;-A و( )3;B أنشئ ثمG¢

)مرجح النقطتین   )2;Aو( )1;B

GGأحسب .1 ABبدلالة ¢
)مرجح النقطتین  G)لدینا1الأجوبة: )2;-A و( )3;B باستعمال

نجد :�العلاقة 

( )
3

2 3
AG AB=

- +

uuuv uuuv 3یعنيAG AB=
uuuv uuuv

�

)مرجح النقطتین  ¢Gولدینا  )2;Aو( )1;B نجد �وباستعمال العلاقة
1

1 2
AG AB¢ =

+

uuuuv uuuv 1یعني
3

AG AB¢ =
uuuv uuuv�

1)اذن : 2 1 83 3
3 3 3

GG GA AG AG AG AB AB AB ABæ ö¢ ¢ ¢= + =- + =- + = - + =-ç ÷è ø

uuuuv uuuv uuuuv uuuv uuuuv uuuv uuuv uuuv uuuv

)زنتین المتمرجح النقطتین  Gأنشئ  :4تمرین )003,0;-A
)و )001,0;-B  حیثA B¹

)المتزنتین مرجح النقطتین  Gالجواب: )003,0;-Aو( )001,0;-B
0,003یعني  0,001 0GA GB- - =

uuuv uuuv v
عدد :نضرب طرفي المتساویة في نفس ال

1000k=

3یعني 0GA GB- - =
uuuv uuuv v

)المتزنتین مرجح النقطتین  Gیعني ); 3A -

)و ); 1B -

نجد :�وباستعمال العلاقة 
( ) ( )

1
1 3

AG AB-
=
- + -

uuuv uuuv 1یعني
4

AG AB=
uuuv uuuv

ومنھ الرسم:

)المتزنتین مرجح النقطتین  Gلیكن :5رینتم ); 8Aو( ); 2B -

)مرجح النقطتین  :Gبین أن  ); 2A )و- );1B

حسب خاصیة الصمود نضرب وزني النقطتین في الجواب:
العدد الحقیقي نفس 

و المرجح لا یتغیر نأخذ : 
1
2

k=-

;1مرجح النقطتین  :Gاذن :  8
2

Aæ ö- ´ç ÷
è ø

;1و 2
2

Bæ öæ ö- ´ -ç ÷ç ÷
è øè ø

)أي : ); 2A )و- );1B : 8نلاحظ أن 2 2=

2EGنقطتین من المستوى بحیث:Fو Eلیكن :6تمرین EF=
uuuv uuuv

و  
( )ABEÏ.

)المتزنتین مرجح النقطتین  G)بین أن : 1 )1;-Eو( )2;F

)لمستقیمین  )استنتج أن ا2 )EFو( )AB یتقاطعان محددا نقطة
تقاطعھما.

2EG)1الأجوبة: EF=
uuuv uuuv

یعني
( )2EG EG GF= +

uuuv uuuv uuuv(استعمال علاقة شال)

2یعني 2EG EG GF= +
uuuv uuuv uuuv

2یعني 2EG EG GF- =
uuuv uuuv uuuv

1یعني 2 0EG GF- - =
uuuv uuuv v

2یعني 0EG GF+ =
uuuv uuuv v

2یعني 0GE GF- + =
uuuv uuuv v

مرجح النقطتین  Gیعني
)المتزنتین  )1;-Eو( )2;F

)المتزنتین مرجح النقطتین  G)لدینا 2 )2;Aو( )3;-B
)اذن :  )G ABÎ

)المتزنتین مرجح النقطتین  Gو لدینا )1;-Eو( )2;F
)اذن :  )G EFÎ

)اذن المستقیمین  )AB و( )EFمشتركةلدیھم نقطة
)وغیر منطبقین (لأن :  )ABEÏ(

)لمستقیمین  وبالتالي : ا )EF  و( )AB یتقاطعان
ھي نقطة تقاطعھما.Gو 

لفتین من المستوى.نقطتین مختBو  Aلتكن :7تمرین
]منتصف القطعةIولتكن  ]ABوG مرجح النقطتین
( )3;Aو( )5;-B

بحیث :  Pالمستوى من Gحدد مجموعة النقط 
3 5MA MB MA MB- = +
uuur uuur uuur uuur

أكاديمیة 
الجھة 

الشرقیة

المرجحتمارین محلولة:
المستوى : الأولى باك علوم تجریبیة

الأستاذ:
نجیب 
عثماني
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3الجواب: 5MA MB MA MB- = +
uuur uuur uuur uuur

G  مرجح النقطتین( )3;A و( )5;-B
اذن حسب الخاصیة الممیزة للمرجح فان :

( )( )3 5 3 5 2MA MB MG MG- = + - =-
uuur uuur uuuur uuuur

2MAو لدینا MB MI IA MI IB MI IA IB+ = + + + = + +
uuur uuur uuur uur uuur uur uuur uur uur

]صف القطعة منتIوبما أن : ]AB
0IAفان :  IB+ =

uur uur r

2MAمنھ :  MB MI+ =
uuur uuur uuur

2 2MG MI- =
uuuur uuur

2یعني   2MG MI- =
uuuur uuur

3یعني   5MA MB MA MB- = +
uuur uuur uuur uuur

2یعني   2MG MI=  یعنيMG MI=
]ھي واسط القطعة ومنھ مجموعة النقط  ]GI

)نعتبر النقطتین : :8تمرین )1;2A  و( )4;6B مرجح Gو لیكن -

)المتزنتین النقطتین   );2Aو( ); 1B -

Gأحسب إحداثیتي

الجواب:
( ) ( )
( )
( )
( )

2 1 1 4 6 6
2 1 1

2 2 1 6 2 2
2 1 1

G

G

x

y

´ + - ´ -ì
= = =ï + -ï

í
´ + - ´ -ï = = = -ï + -î

)اذن :   )6; 2G -

)في المستوى منسوب إلى معلم متعامد ممنظم :9تمرین )jiO نعتبر ;.
)النقطتین :  )5;2-A  و( )1;2B و لیكنG  مرجح النقطتین

)تزنتین الم )1;Aو( )3;B
Gأحسب إحداثیتي)1
المتزنتین مرجح النقطتین  Gبحیث Hحدد إحداثیتي النقطة )2

( )1;Hو( )3;O
)المستقیمین  بین أن :  )3 )AH  و( )OB.متوازیان

)1الأجوبة:
( )1 2 3 2 4 1

3 1 4
1 5 3 1 8 2

3 1 4

G

G

x

y

´ - + ´ì
= = =ïï +

í
´ + ´ï = = =

ï +î

)اذن :   )1;2G

)المتزنتین مرجح النقطتین  G:1طریقة)2 )1;Hو( )3;O : یعني
1 3

1
3 1

1 3 2
3 1

H O
G

H O
G

x x
x

y yy

´ + ´ì = =ïï +
í ´ + ´ï = =
ï +î

)لدینا   )0;0O : 1یعني
4

2
4

H

H

x

y

ì =ïï
í
ï =
ïî

4یعني : 
8

H

H

x
y

=ì
í =î

)اذن :   )4;8H

)المتزنتین مرجح النقطتین  G:2طریقة )1;Hو( )3;O: یعني
1
4

OG OH=
uuuv uuuv

( )1;2OG
uuur

1و    1 1;
4 4 4H HO H x yæ ö

ç ÷
è ø

uuur

1
4

OG OH=
uuuv uuuv 1یعني

4

2
4

H

H

x

y

ì =ïï
í
ï =
ïî

4یعني : 
8

H

H

x
y

=ì
í =î

)اذن :   )4;8H

3(( )6;2AH
uuuv   و( )6; 2OB

uuuv : 3اذن : نلاحظ أنAH OB=
uuuv uuuv

)المستقیمین  ومنھ  )AH  و( )OB: متوازیان لأن المتجھتین
AH
uuuv

OBو 
uuuv

مستقیمیتان

)في المستوى منسوب إلى معلم متعامد ممنظم :10تمرین )jiO .;
)نعتبر النقطتین : )5;0A  و( )2;3B و لیكنG  مرجح النقطتین

)المتزنتین  )1;Aو( )2;B
Gأحسب إحداثیتي)1
بحیث : P  من المستوى    Mحدد و أرسم  مجموعة النقط )2

62 =+ MBMA

)1الأجوبة:
0 6 2

3
5 4 3

3

G

G

x

y

+ì = =ïï
í +ï = =
ïî

)اذن :   )2;3G

2(2 6MA MB cm+ =
uuur uuur

3یعني  6MG cm=
uuuur

حسب الخاصیة 

الممیزة للمرجح
3یعني  6MG cm=

uuuur
3ي یعن 6MG cm= 2یعنيMG cm=

)ومنھ مجموعة النقط ھي الدائرة  )C التي مركزھاG وشعاعھا
2r cm=

)مرجح النقط المتزنةGاذاكان:ملاحظة: );A aو( );B bو( );C c

0aبحیث  b c+ + bإفان : ¹ cAG AB AC
a b c a b c

= +
+ + + +

uuur uuur uuur®
Gوھذه العلاقة  تمكننا من رسم النقطة 

نقطة بحیث : Gمثلثا و ABCلیكن :11تمرین
2 3AC AG GB= -
uuuv uuuv uuuv

)المتزنة مرجح النقط  Gبین أن :  )1;Aو( )1;Bو( )2;C
Gأنشئ  النقطة و 

2الجواب: 3AC AG GB= -
uuuv uuuv uuuv

2یعني  3 0AC AG GB- + =
uuuv uuuv uuuv v

)یعني  )2 3 0AG GC AG GB+ - + =
uuuv uuuv uuuv uuuv v

2یعني  0AG GB GC- + + =
uuuv uuuv uuuv v

2یعني  0GA GB GC+ + =
uuuv uuuv uuuv v

)المتزنة مرجح النقط  Gومنھ :  )1;Aو( )1;Bو( )2;C

bفان : ®وحسب العلاقة  cAG AB AC
a b c a b c

= +
+ + + +

uuur uuur uuur

1أي :  2
4 4

AG AB AC= +
uuuv uuuv uuuv 1یعني 1

4 2
AG AB AC= +
uuuv uuuv uuuv
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Gومنھ رسم 

ثلاث نقط من المستوى. و  Cو Bو  Aلتكن :12تمرین
G  المتزنة مرجح النقط( );2Aو( )1;-Bو( );1C

}حدد المجموعة:  }/ 2 6E M P M A M B M C cm= Î - + =
uuur uuur uuuur

ھو المستوى.Pحیث  
2الجواب : 6MA MB MC cm- + =

uuur uuur uuuur 2یعني 6MG cm=
uuuur

حسب الخاصیة الممیزة للمرجح
2یعني  6MG cm=

uuuur
2یعني  6MG cm= 3یعنيMG cm=

)ومنھ مجموعة النقط ھي الدائرة  )C التي مركزھاG وشعاعھا
3r cm=

منتصف القطعة Iو ABCمركز ثقل المثلث Gلیكن :13تمرین
[ ]BC  بین أنG  مرجح النقطتین( );1A و( );2I

مرجح النقط  Gیعني ABCمركز ثقل المثلث Gالجواب :
)المتزنة );1Aو( );1B و( );1C

I منتصف القطعة[ ]BC : یعنيI  مرجح النقطتین( );1B و( );1C
وحسب خاصیة تجمیعیة المرجح فان : 

G : ھو مرجح النقطتین( );1A و( );1 1I +

ثلاث نقط من المستوىDوCو Bو  Aلتكن :14تمرین
حدد مجموعة النقط من المستوى بحیث  :  
2 3 5 5MA MB MC MD cm- + - =
uuur uuur uuuur uuuur

)في المستوى منسوب إلى معلم متعامد ممنظم :15تمرین )jiO .;
)نعتبر النقط :  )1;1-A  و( )2;0Bو( )1;1-C  و( )0;1D

)المتزنتین مرجح النقطتین  Kحدد إحداثیتي)1 )2;Aو( )3;B
ABCمركز ثقل المثلث Lحدد إحداثیتي)2
)النقط :مرجح Gحدد إحداثیتي)3 )2;Aو( )3;Bو( )1;Cو( )1;-D

)1الأجوبة :
2 0 2
5 5

2 6 8
5 5

K

K

x

y

- + -ì = ==ïï
í +ï = =
ïî

2اذن :   8;
5 5

K æ ö-ç ÷
è ø

2(L مركز ثقل المثلثABC یعني
L  المتزنة مرجح النقط( );1Aو( );1Bو( );1C

ومنھ : 
1 1 1

1 1 1
1 1 1

1 1 1

A B C
L

A B C
L

x x xx

y y yy

+ +ì =ïï + +
í + +ï =
ïî + +

یعني 
( )

( )

1 1 1 0 1 1
0

1 1 1
1 1 1 2 1 1 2

1 1 1 3

L

L

x

y

´ - + ´ + ´ì
= =ïï + +

í
´ + ´ + ´ -ï = =ï + +î

;20اذن : 
3

Læ ö
ç ÷
è ø

3(A B C D
G

A B C D
G

a x b x cx dx
x

a b c d
a y by cy dyy

a b c d

+ + +ì =ïï + + +
í + + +ï =
ï + + +î

يیعن
( )

( )

2 3 1 1 2
5 5

2 3 1 1 7
5 5

A B C D
G

A B C D
G

x x x x
x

y y y y
y

´ + ´ + ´ + - ´ì -
= =ïï

í
´ + ´ + ´ + - ´ï = =ïî

2اذن :   7;
5 5

Gæ ö-ç ÷
è ø

ثلاث نقط من المستوى.Cو Bو  Aلتكن :16تمرین
2بحیث :  P  من المستوى    Mو  3V MA MB MC= + -

uv uuuv uuuv uuuuv

Vبین أن )1
uv

Mمتجھة غیر مرتبطة بالنقطة 
)المتزنتین مرجح النقطتین  K: لتكن )2 )1;Bو( )3;-C

2Vبین أن :  KA=
uv uuuv

)ة المتزنمرجح النقط  G: لیكن)3 );2Aو( )1;-Bو( )3;-C
2أ)بین أن :  3 2MA MB MC GM- - =

uuuv uuuv uuuuv uuuuv
من المستوى  Mلكل نقطة 

من المستوى  بحیث :Mب)استنتج مجموعة النقط 
2 3 2 3MA MB MC MA MB MC- - = + -
uuur uuur uuuur uuur uuur uuuur

))1ة :الأجوب )2 3 2 3V MA MB MC MA MA AB MA AC= + - = + + - +
uv uuuv uuuv uuuuv uuuv uuuv uuuv uuuv uuuv

3V AB AC= -
uv uuuv uuuv ومنھV

uv
Mمتجھة غیر مرتبطة بالنقطة 

2)وجدنا : 2 3 3MA MB MC AB AC+ - = -
uuuv uuuv uuuuv uuuv uuuv

من المستوىMمھما تكن 
Mیمكننا مثلا وضع :  K=2نجد : و 3 3KA KB KC AB AC+ - = -

uuuv uuuv uuuv uuuv uuuv

)المتزنتین مرجح النقطتین  Kونعلم أن :  )1;Bو( )3;-C : اذن
3 0KB KC- =

uuuv uuuv v

2ومنھ نجد :  3KA AB AC= -
uuuv uuuv uuuv

2KAأي :  V=
uuuv uv

ة للمرجح  : حسب الخاصیة الممیز)أ)3
( ) ( )( )2 3 2 1 3 2 2MA MB MC MG MG GM- - = + - + - = - =

uuuv uuuv uuuuv uuuuv uuuuv uuuuv

2)ب)3 3 2 3MA MB MC MA MB MC- - = + -
uuur uuur uuuur uuur uuur uuuur2تعني 2GM KA=

uuuur uuur

2تعني 2GM KA=تعنيGM KA=
)ومنھ مجموعة النقط ھي الدائرة )C التي مركزھاG وشعاعھا

r KA=
)مرجح النقطتین ¢Bمثلثا و ABCلیكن :17تمرین )2;-A

)و )1;C ثمA¢ مرجح النقطتین( )2;Aو( )3;-B
Cو  )مرجح النقطتین ¢ )1;-Cو( )3;B
ABبین أن :)1 AC¢ = -

uuuv uuuv
3AAو  AB¢ =

uuuv uuuv
1و  

2
BC BC¢ = -
uuuuv uuuv

2بین أن :)2 0B A A C¢ ¢ ¢ ¢+ =
uuuuv uuuuv v

:  نقطة من المستوى فان Mاستنتج أنھ مھما تكن )3
2 0M A M B M C¢ ¢ ¢- - + =

uuuuv uuuuv uuuuv v

Cو  ¢Bو ¢Aاستنتج أن النقط )4 مستقیمیة.¢
)مرجح النقطتین ¢B)1الأجوبة: )2;-Aو( )1;C

اذن : 
( )
1

1 2
AB AC AC¢ = =-

+ -

uuuv uuuv uuuv

A¢ مرجح النقطتین( )2;Aو( )3;-B: 3اذن 3
3 2

AA AB AB-¢ = =
- +

uuuv uuuv uuuv

C )مرجح النقطتین ¢ )1;-Cو( )3;B یعني
( )
1 1

3 1 2
BC BC BC-¢ = = -

+ -

uuuuv uuuv uuuv

2(
( )2 2 2 2B A A C B A AA A B BC AA AB BC BA¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢+ = + + + = - + -

uuuuv uuuuv uuuv uuuv uuuv uuuuv uuuv uuuv uuuuv uuuv

( )12 3 2 2
2

B A A C AB AC BC BA AA¢ ¢ ¢ ¢ ¢+ = + - ´ - +
uuuuv uuuuv uuuv uuuv uuuv uuuv uuuv

2 3 2 6B A A C AB AC BC AB AB AB AC BC¢ ¢ ¢ ¢+ = + - + - = - + -
uuuuv uuuuv uuuv uuuv uuuv uuuv uuuv uuuv uuuv uuuv

2 0B A A C BA AC CB BB¢ ¢ ¢ ¢+ = + + = =
uuuuv uuuuv uuuv uuuv uuuv uuuv v

3(( ) ( )2 2MA MB MC MA MA A B MA A C¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢- - + = - - + + +
uuuuv uuuuv uuuuv uuuuv uuuuv uuuuv uuuuv uuuuv

2 2 2 0MA MB MC A B A C B A A C¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢- - + = - + = + =
uuuuv uuuuv uuuuv uuuuv uuuuv uuuuv uuuuv v

نقطة من المستوى Mمھما تكن )وجدنا أن :4

2فان :   0MA MB MC¢ ¢ ¢- - + =
uuuuv uuuuv uuuuv v
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Mبوضع مثلا :  A¢=
2نجد :  0AA A B A C¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢- - + =

uuuuv uuuuv uuuuv v
2ACیعني  AB¢ ¢ ¢ ¢=

uuuuv uuuuv

Cو  ¢Bو ¢Aوھذا یعني أن : النقط  مستقیمیة.¢
)مرجح النقطتین Iلیكن  :18تمرین )2;A و( )1;CوJ مرجح

)النقطتین   )1;Aو( )2;B وK  مرجح النقطتین( )1;Cو( )4;-B
Kو Jو I)أنشئ  النقط 1
)مرجح النقطتین B)أثبت أن 2 )3;K و( )1;C
]منتصف J)بین أن 3 ]KI

)مرجح النقطتین I)1الأجوبة : )2;A و( )1;C : 1اذن
3

AI AC=
uuv uuuv

J  مرجح النقطتین( )1;Aو( )2;B : 2اذن
3

A J A B=
uuuv uuuv

K  مرجح النقطتین( )1;Cو( )4;-B : 1اذن
3

BK BC= -
uuuv uuuv

3)یكفي أن نبین أن : 2 1 0BK BC+ =
uuuv uuuv v

؟؟؟؟؟
1بما أن لدینا : 

3
B K B C= -
uuuv uuuv 3یعني B K B C= -

uuuv uuuv

3یعني  0BK BC+ =
uuuv uuuv v

JK)یكفي أن نبین أن : 3 IJ=
uuuv uuv

؟؟؟؟؟
1لدینا: 

3
AI AC=
uuv uuuv 2و

3
AI AB=
uuv uuuv

)اذن :  )2 1 1 2
3 3 3

IJ A J A I A B A C A B A C= - = - = -
uuv uuuv uuv uuuv uuuv uuuv uuuv�

لدینا :
( )2 1 1

3 3 3
JK JA A B B K A B A B B C A B C B= + + = + - = +
uuuv uuv uuuv uuuv uuuv uuuv uuuv uuuv uuuv

( ) ( )1 1 2
3 3

J K A B C A A B A B A C= + + = -
u uuv u u uv u uuv uu uv u u uv u u uv�

IJنجد أن : �و �من :  J K=
uuv uuuv : ومنھJ منتصف[ ]KI

حظ سعید

« c’est en forgeant que l’on devient
forgeron » dit un proverbe.

c’est en s’entraînant

régulièrement aux calculs et

exercices que l’on devient un

mathématicien
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نعتبر المتجھات :1تمرین
2u i j= +

r r ur

2vو i j= -
r r ur

5و  3w i j= +
uur r ur

.
u.الجداءات السلمیة التالیة  : أحسب  v

r r

v.و  w
r uur

u.و   w
r uur

)الجواب : ). 1 2 2 1 0u v = ´ + ´ - =
r r

uاذن :  v^
r r

( ). 2 5 3 1 7v w = ´ + ´ - =
r ur

.و   1 5 3 2 11u w = ´ + ´ =
r ur

لكي تكون mحدد قیمة العدد الحقیقي :2تمرین
)المتجھتان  )3; 1u m- +

r
)و  )2 ;5v m-

r
متعامدتین

uالجواب : v^
r r

.یعني  0u v =
r r

)یعني   ) ( )3 2 5 1 0m m- + ´ - + =

6 3 5 5 0m m- - + 2یعني  = 1 0m + 1یعني  =
2

m = -

لكي تكونmحدد قیمة العدد الحقیقي :3تمرین
)المتجھتان  )1 ;2u m- +

r
12و  ;

2
v mæ ö-ç ÷
è ø

rمتعامدتین

uالجواب: v^
r r

.یعني  0u v =
r r

)یعني   )( ) 11 2 2 0
2

m m- + - + ´ =

22 2 1 0m m m- + + - + 2یعني  = 3 1 0m m- + - =
2یعني   3 1 0m m- + نحسب ممیز المعادلة ونجد : =

5D ھما : ومنھ للمعادلة حلین =
1

3 5
2

m +
و =

2
3 5

2
m -

=

نعتبر في المستوى النقط التالیة : :4تمرین
( )1;3A -( )3; 5Bو( )2; 3C )والمتجھة - )5; 2u -

r

uوAC)أحسب 1
r

AB)أحسب : 2 CB
uuur uuur

g

ABC) ماذا تستنتج بالنسبة للمثلث  3
)1الأجوبة :

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22 1 3 3 9 36 45C A C AAC x x y y= - + - = + + - - = + =

( ) ( )
2 25 2 5 4 9 3u = + - = + = =

r

2(( )( )3 1 ; 5 3AB - - -
uuur یعني( )4; 5 3AB -

uuur

( )3 2; 5 3CB - +
uuur یعني( )1; 5 3CB +

uuur

( ) ( ) ( )( )2 21 4 5 3 5 3 4 5 3 0AB CB = ´ + - + = + - =
uuur uuur

g

Bقائم الزاویة في ABC)نستنتج أن  المثلث  3
)نعتبر في المستوى النقط التالیة : :5تمرین )3;2A1 ;0

2
B æ ö-ç ÷
è ø

)و )1; 4C - 5و - ; 2
2

D æ ö-ç ÷
è ø

)و   )1; 1E -

Eقائم الزاویة في النقطة ABE)بین أن المثلث  1
معین ABCD)بین أن  الرباعي   2

متوازي الأضلاع وضلعین متتابعین ABCD(یكفي أن نبین  أن 
متقایسین أو نبین أن القطرین متعامدین)

AE) یكفي أن نبین أن 1الأجوبة: EB^
uuur uuur

0AEأي نبین أن : EB =
uuur uuur

g

( )2; 3AE - -
uuur 3و ;1

2
EBæ ö-ç ÷

è ø

uuur

3 3 0AE EB = - =
uuur uuur

g ومنھAE EB^
uuur uuur

قائم ABEأي 
Eالزاویة في النقطة 

لعین متوازي الأضلاع وضABCDنبین أن:1طریقة) 2
متتابعین متقایسین   

7لدینا : ; 2
2

DC æ ö- -ç ÷è ø

uuur 7و ; 2
2

AB æ ö- -ç ÷
è ø

uuur: اذنAB DC=
uuur uuur

متوازي الأضلاعABCDومنھ : 

)ولدینا كذلك :  )
2

27 49 651 1 4
2 4 4

AC æ ö= - + - = + =ç ÷
è ø

1و  6516
4 4

BC= + ABاذن:= BC=: ومنھABCDمعین

نبین أن القطرین متعامدین:2طریقة
)لدینا : )4; 6AC - -

uuur و( )3; 2BD -
uuur

12اذن : 12 0AC BD = - + =
uuur uuur

g

ACومنھ :  BD^
uuur uuur

معینABCDوبالتالي: 
المتجھي  المتجھتین التالیتین : نعتبر في المستوى:6تمرین

( )1; 1u - -
r

)و  )2;0v -
r

)¶)أحسب :  1 )cos ;u v
r t  و¶( )sin ;u v

r t

)¶)استنتج قیاسا للزاویة الموجھة 2 );u v
r t

الأجوبة:
1(¶( ) ¶( ) 2 2 2 2

2 2cos ; cos ;
22 2

u v xx yyu v u v
u v x y x y

¢ ¢× +
= = Û = =

´ ´ ¢ ¢+ ´ +

r t
r t r t

r r

¶( ) ¶( )
1 2
1 02 2sin ; sin ;

22 2 2 2
u v u v

- -
--

= = - Û =
´ ´

r t r t

)¶)لدینا2 ) 2cos ; cos
2 4

u v p
= =

r tو¶( ) 2sin ; sin sin
2 4 4

u v p pæ ö=- =- = -ç ÷
è ø

r t

ومنھ 
4
p

)¶ھو قیاس للزاویة الموجھة - );u v
r t

نقط التالیة : نعتبر في المستوى ال:7تمرین
( )3;3Aو( )1;1B  و( )1;3C

)·)أحسب :  1 )cos ;AB AC
uuur suuur  و·( )sin ;AB AC

uuur suuur

)·)استنتج قیاسا للزاویة الموجھة 2 );AB AC
uuur suuur

)·)1الأجوبة : ) 2 2 2 2
cos ; AB AC xx yyAB AC

AB AC x y x y

¢ ¢× += =
´ ¢ ¢+ ´ +

uuur uuur
uuur uuur

uuur uuur

( )2, 2AB - -
uuur

)و  )2,0AC -
uuur

4ABومنھ :  AC× =
uuur uuur

أكاديمیة 
الجھة 

الشرقیة

الجداء السلمي في المستوىتمارین محلولة:
الأولى باك علوم تجریبیةالمستوى :

الأستاذ:
نجیب 
عثماني
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·( ) 4 4 1 2cos ;
28 4 2 2 2 2

AB ACAB AC
AB AC

×
= = = = =

´ ´´

uuur uuur
uuur uuur

uuur uuur

·( ) ·( )
2 2
2 04 2sin ; s in ;

22 2 2 2 2 2
A B AC AB AC

- -
--

= = - Û =
´ ´

uuur uuur uuur uuur

)·)لدینا2 ) 2cos ; cos
2 4

AB AC p
= =

uuur uuur

)·و  ) 2sin ; sin sin
2 4 4

AB AC p pæ ö= - = - = -ç ÷
è ø

uuur uuur

ومنھ 
4
p

AB;·ھو قیاس للزاویة الموجھة - AC
uuur uuur

نعتبر في المستوى النقط التالیة ::8تمرین
( )4;1A( )0;5B  و( )2; 1C - -

BCوACوAB)أحسب المسافات: 1
ABCثم استنتج طبیعة المثلث  

AB)أحسب : 2 AC·
uuur uuur

)·)استنتج أن :3 ) 1cos
5

BAC =

))أحسب  4 )det ;AB AC
uuur suur

)·و استنتج أن : ) 2 5sin
5

BAC =

ة:الأجوب
1(( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 24 4 32 4 2B A B AAB x x y y= - + - = - + = =

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 26 2 4 36 40 2 10C A C AAC x x y y= - + - = - + - = + = =

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22 6 4 36 40 2 10C B C BBC x x y y= - + - = - + - = + = =

ACومنھ :  BC= ومنھABCمتساوي الساقین
2(( )4,4AB -

uuur
)و  )6, 2AC - -

uuur
24ومنھ :  8 16AB AC× = - =

uuur uuur

3(·( ) 16 16 2 2 20 20cos
20 1032 40 4 2 2 10 20

AB ACBAC
AB AC

×
= = = = = =

´ ´´

uuur uuur

uuur uuur

4(( ) 4 6
det ; 32

4 2
AB AC

- -
= =

-

uuur suur

·( ) ·( )
4 6

4 232 32 20 2 5sin ; sin ;
160 58 20 8 20

AB AC AB AC

- -
-

= = = Û =
uuur uuur uuur uuur

)أعط متجھة منظمیھ على المستقیم :9تمرین )D في كل حالة من
الحالات التالیة :

1 (( ) : 2 5 0D x y- + =2  (( ) : 1 0D x - =

3  (( ) : 2 3 0D y - =

0axمتجھة منظمیة على المستقیم الأجوبة : by c+ + =( )D

)ھي  :  );n a b
r

1(( ) : 2 5 0D x y- + =( )2;1n
r

)متجھة منظمیھ على  )D

2(( ) : 0 2 3 0D x y+ - =( )2;0n -
r

)متجھة منظمیھ على  )D

3(( ) :1 0 1 0D x y+ - =( )0;1n
r

)متجھة منظمیھ على  )D

)حدد معادلة المستقیم:10تمرین )D المار من النقطة( )1;2A و

( )2; 3n -
ur

متجھة منظمیھ علیھ   

(ھناك طریقتین یمكن استعمالھما)الجواب:
):1طریقة ) ( );AM n M x y D^ Û Î

uuuur r
0AM n = Û

uuuur r

g

)لدینا  )1, 2AM x y- -
uuuur

)و  )2; 3n -
ur

( ) ( )2 1 3 2 0x y- - - = Û( ) / 2 3 4 0D x y- + = Û

نعلم أن معادلة مستقیم تكتب على الشكل : :2طریقة
( ) / 0D ax by c+ + )و = );n a b

rمتجھة منظمیھ علیھ
)نعلم أن :  )2; 3n -

ur
)ة منظمیھ على متجھ )D

;2اذن:  3a b= = )ومنھ المعادلة تصبح : - ) / 2 3 0D x y c- + =

)ونعلم أن :  ) ( )1;2A DÎ: اذن احداثیاتھ تحقق المعادلة یعني
2 1 3 2 0c´ - ´ + 4cیعني = )ومنھ : = ) / 2 3 4 0D x y- + =

نعتبر في المستوى النقط التالیة ::11تمرین
( )1;2A و( )2;3B )و - )0; 4C

)حدد معادلة المستقیم.1 )D واسط القطعة[ ]AB

)حدد معادلة .2 )D ارتفاع المثلثABC و المار من النقطةA

]) واسط القطعة 1الجواب: ]AB ھو مستقیم عمودي

)على  )AB ویمر منI منتصف القطعة[ ]AB
نعلم أن معادلة مستقیم تكتب على الشكل : 

( ) / 0D ax by c+ + )و = ),A B a b
uuur

)متجھة منظمیھ على  )D

)ولدینا :  )3,1AB -
uuur

)متجھة منظمیھ على )D: 3اذن; 1a b= - =

)ومنھ المعادلة تصبح :  ) / 3 0D x y c- + + =

)ونعلم أن :  )I DÎ علینا أولا حساب احداثیاتI

,
2 2

A B A Bx x y yI + +æ ö
ç ÷
è ø

1یعني  5,
2 2

I -æ ö
ç ÷
è ø

( )I DÎ اذن احداثیاتI: تحقق المعادلة یعني
3 5 1 54 0 3 0
2 2 2 2

c c cæ ö=- Û + + = Û- - + + =ç ÷
è ø

)ومنھ :  ) / 3 4 0D x y- + - =

2(( )D  ارتفاع المثلثABC و المار من النقطةA
)یعني  )D عمودي على على( )BC ویمر منA

)ومنھ :  )2,1BC
uuur

)متجھة منظمیھ على  )D
نعلم أن معادلة مستقیم تكتب على الشكل : 

( ) / 0D ax by c+ + )و = ),BC a b
uuur

)متجھة منظمیھ على  )D
;2اذن : 1a b= )ومنھ المعادلة تصبح : = ) / 2 0x y cD + + =

)ونعلم أن :  )AÎ D اذن احداثیاتAعادلة یعني :تحقق الم
4 2 1 2 0c c= - Û ´ + + )ومنھ : = ) / 2 4 0x yD + - =

نعتبر في المستوى النقط التالیة : :12تمرین
( )1;1A و( )2;0B )و - )3;5C

)حدد معادلة المستقیم.1 )D واسط القطعة[ ]AC

)حدد معادلة .2 )Dارتفاع المثلثABC و المار من النقطةC

]) واسط القطعة 1الجواب: ]AC ھو مستقیم عمودي
)على  )AC ویمر منI منتصف القطعة[ ]AC

نعلم أن معادلة مستقیم تكتب على الشكل : 
( ) / 0D ax by c+ + )و = ),AC a b

uuur متجھة منظمیھ على( )D

)ولدینا :  )2,4AC
uuur

)متجھة منظمیھ على  )D: 2اذن; 4a b= =

)ومنھ المعادلة تصبح :  ) / 2 4 0D x y c+ + =

)ونعلم أن :  )I DÎ علینا أولا حساب احداثیاتI
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,
2 2

A C A Cx x y yI + +æ ö
ç ÷
è ø

)یعني  )2,3I

( )I DÎ اذن احداثیاتI: تحقق المعادلة یعني
16 2 2 4 3 0c c= - Û ´ + ´ + =

)ومنھ :  ) / 2 4 16 0D x y+ - =

2(( )D  ارتفاع المثلثABC و المار من النقطةC
)یعني  )D عمودي على على( )AB ویمر منC

)ومنھ :  )3, 1AB - -
uuur

)متجھة منظمیھ على  )D
ستقیم تكتب على الشكل : نعلم أن معادلة م

( ) / 0D ax by c+ + )و = ),AB a b
uuur

)متجھة منظمیھ على  )D
;3اذن : 1a b= - = )ومنھ المعادلة تصبح : - ) / 3 0x y cD - - + =

)ونعلم أن :  )CÎ Dثیات اذن احداC: تحقق المعادلة یعني
14 9 5 0c c= Û - - + )ومنھ : = ) / 3 14 0x yD - - + =

نعتبر في المستوى المستقیمین ::13تمرین
2 3 1 0x y+ - =:( )D   3و 4 0

2
x y- + =:( )'D

)ھل   )D   و( )'Dمتعامدین ؟

)الجواب: )2;3n
r

)متجھة منظمیھ على  )D
3 ; 1
2

n æ ö¢ -ç ÷
è ø

ur
)متجھة منظمیھ على  )D¢

( )32 3 1 3 3 0
2

n n¢ = ´ + ´ - = - =
r ur

g . ومنھn n¢^
r ur

)وبالتالي : ) ( )D D¢^

):14تمرین ) : 2 0D x y- + )و= )1;4A حدد مسافة النقطةA

)عن المستقیم )D

)الجواب: )( )
( )22

1 4 2 1 1 2;
22 21 1

d A D
- + -

= = = =
+ -

)نعتبر في المستوى النقطة: :15تمرین )1; 3A - )و المستقیم- )D

2الذي معادلتھ :  3 0x y+ - =
)عن المستقیم A)أحسب مسافة النقطة 1 )D

على Aالمسقط العمودي للنقطة Hد زوج إحداثیتي النقطة )حد2
)المستقیم  )D

))1الجواب: )( )
2 2

1 6 3 10 10 10 5; 2 5
55 51 2

d A D
- - - -

= = = = =
+

)نحدد أولا معادلة دیكارتیة للمستقیم )2 )AH:

( )2,1u -
r

)متجھة موجھة ل )D2 3 0x y+ - =

)اذن  )2,1u -
r

)منظمیھ على  )AH :اذن( ) / 2 1 0AH x y c- + + =

)ولدینا   )A AHÎ: اذن( ) ( )2 1 3 0c- ´ - - + 1cیعني = =

)ومنھ :  ) / 2 1 1 0AH x y- + + =
H ھي نقطة تقاطع( )AH و( )D اذن احداثیاتH ھي حلول

النظمة :
2 3 2 3 0

2 1 2 1 0
x y x y

x y x y
+ = + - =ì ì

Ûí í- + =- - + + =î î
)نضرب المعادلة الأولى في  )2´ -

2ونجد :  4 6
2 1
x y

x y
+ =ì

Û í- + = -î
2ونجمع المعادلتین ونجد :  3x y+ =

2 4 2 6 1x y x y+ - + = - Û1 5 5y y= Û = Û
1ومنھ :  2 3 2 3x x x y= Û + = Û + )ومنھ = )1;1H

)نعتبر في المستوى النقطتین: :16تمرین )1; 3A - )و - )3;2B

))حدد معادلة للمستقیم1 )AB

)عن المستقیم O)أحسب مسافة النقطة 2 )AB

OABالمثلث )استنتج مساحة 3
على Oالمسقط العمودي للنقطة H)حدد زوج إحداثیتي النقطة 4

)المستقیم  )AB

)نحدد أولا معادلة دیكارتیة للمستقیم )1أجوبة : )AB:

( )4,5AB
uuur

)متجھة موجھة ل )AB( ),AB b a-
uuur

اذن :
5; 4a b= = -

)ومنھ :  ) / 5 4 0AB x y c- + =

)ولدینا   )A ABÎ: اذن( ) ( )5 1 4 3 0c´ - - ´ - + 7cیعني = = -

)ومنھ :  ) / 5 4 7 0AB x y- - =

)لدینا  )2 )0,0O: اذن

( )( )
( )22

5 0 4 0 7 7 7 7 41;
4141 415 4

d O AB
´ - ´ - -

= = = =
+ -

)لدینا  )3 )( );d O AB OH=   : اذن

( )224 5 7 41 7 7
2 2 2 241 41ABC

AB OHS
+ -´

= = ´ = ´ =

)نحدد أولا معادلة دیكارتیة للمستقیم )4 )OH:
)لدینا )4,5AB

uuur
)متجھة منظمیة  على  )OH

)اذن:  ) / 4 5 0OH x y c+ + و =
)ولدینا   )O OHÎ: 4اذن 0 5 0 0c´ + ´ + 0cیعني = =

)ومنھ :  ) / 4 5 0OH x y+ =

H ھي نقطة تقاطع( )OH و( )AB اذن احداثیاتH ھي حلول
النظمة :

4 5 0
5 4 7

x y
x y
+ =ì

í - =î
نستعمل طریقة المحددات لحل ھذه النظمة :

4) ھي: 1محددة النظمة ( 5
41 0

5 4
D = = - ¹

-

و منھ النظمة تقبل حلا وحیدا:ھو

0 5
7 4 35 35

41 41 41
x

- -= = =
- -

4 0
5 7 28 28

41 41
y = = = -

D -
35:و منھ 28;

41 41
H æ ö-ç ÷

è ø
)حدد معادلة دیكارتیة للدائرة :17تمرین )C التي مركزھا

( )1; 3A - 2Rوشعاعھا - =

)الجواب : )( ) ( ) ( )1 ² 3 ² 2 ²x y- - + + =( )C

یمكننا الاكتفاء بھذه الكتابة 
²أو النشر فنجد : ² 2 6 8 0x y x y+ + + + =( )C

)حدد معادلة دیكارتیة للدائرة :18تمرین )C التي مركزھا
( )2;1W )وتمر من النقطة - )1;4A
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Rشعاع ھذه الدائرة ھو : الجواب : A= W

( ) ( )2 2 2 23 3 18 3 2A AR A x x y yW W= W = - + - = + = =

)معادلة الدائرة ھي: ومنھ )( ) ( ) ( )2 ² 1 ² 3 2 ²x y- - + - =( )C

یمكننا الاكتفاء بھذه الكتابة
²أو النشر فنجد : ² 4 2 13 0x y x y+ + - - =( )C

2وتكتب على الشكل : 2 0x y ax by c+ + + + =

)حدد معادلة دیكارتیة للدائرة :19تمرین )C
]التي أحد أقطارھا  ]AB حیث( )1;3A و( )1;1B -

شعاع ھذه الدائرة ھو : الجواب :
2

ABR =

( ) ( )2 2
4 4 8 2 2 2

2 2 2 2 2
B A B Ax x y yABR
- + - +

= = = = = =

)مركز الدائرة  )C ھو :منتصف القطعة[ ]AB

,أي : 
2 2

A B A Bx x y yI + +æ ö
ç ÷
è ø

)یعني  )0,2I

)ومنھ معادلة الدائرة ھي :  ) ( ) ( )0 ² 2 ² 2 ²x y- + - =( )C

²یعني  : ² 4 2 0x y y+ - + =( )C

)للدائرة احدد تمثیلا بارا متری:20تمرین )C

)التي مركزھا  )1; 2W 2Rوشعاعھا - =

)تمثیل بارا متري للدائرة الجواب : )C: ھو

1 2 cos

2 2 sin

x

y

q

q

ì = +ï
í

= - +ïî
( )q ÎR بارا متري حقیقي

)لنقط حدد مجموعة ا:21تمرین ; )M x y من المستوى التي تحقق
النظمة 

3 3 cos

1 3 sin

x

y

q

q

ì = +ï
í

= +ïî
)حیث    )q ÎR

3الجواب : 3 cos 3 3 cos

1 3 sin 1 3 sin

x x

y y

q q

q q

ì ì- = = +ï ïÛí í
- = = +ï ïî î

( ) ( ) ( ) ( )2 22 23 1 3 cos 3 sinx y q q- + - = + Û

( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 23 1 3 cos sinx y q q- + - = + Û

( ) ( )
22 23 1 3x y- + - = Û

)مجموعة النقط ومنھ :  ; )M x y ھي الدائرة( )C

)التي مركزھا   )3;1W 3وشعاعھاR =

)حدد  طبیعة :22تمرین )E مجموعة النقط( ; )M x y من
التي تحقق:المستوى

1(² ² 3 4 0x y x y+ - + - =( ) :E

2(² ² 6 2 10 0x y x y+ - + + =( ) :E

3(² ² 4 5 0x y x+ - + =( ) :E

;1)  1الأجوبة : 3; 4a b c= - = = -
)نحسب :  ) ( )2 2 4 1 ² 3² 4 4 1 9 16 26 0a b c+ - = - + - ´ - = + + = >

)ومنھ :  )E دائرة مركزھا( ; )
2 2
a b- -

W : 1أي 3( ; )
2 2

-
W

2وشعاعھا :  2 4 26
2 2

a b cR + -
= =

2  (6; 2; 10a b c= - = =
)نحسب :  ) ( )2 2 4 6 ² 2² 4 10 36 4 40 0a b c+ - = - + - ´ = + - =

)نھ: وم )E: 3)ھي عبارة عن النقطة; 1)W -

3  (4; 0; 5a b c= - = =
2نحسب :  2 4 16 20 4 0a b c+ - = - = - <

)ومنھ:  )Eھي المجموعة الفارغة

)حدد  طبیعة :23تمرین )Eالنقط مجموعة( ; )M x y من

11²المستوى التي تحقق: ² 5 3 0
2

x y x y+ + - + =( ) :E

;115)  الجواب : 3;
2

a b c= = - =

)نحسب :  )2 2 114 5² 3 ² 4 25 9 22 12 0
2

a b c æ ö+ - = + - - ´ = + - = >ç ÷è ø

)ومنھ :  )E دائرة مركزھا( ; )
2 2
a b- -

W : 5أي 3( ; )
2 2

W -

وشعاعھا : 
2 2 4 12 2 3 3

2 2 2
a b cR + -

= = = =

)حدد  طبیعة :24تمرین )E مجموعة النقط( ; )M x y

من المستوى التي تحقق:
1.² ² 1 0x y+ - =( )E
2.² ² 2 6 6 0x y x y+ - - + =( )E
3.² ² 4 2 7 0x y x y+ - - + =( )E
4.² ² 8 12 0x y y+ + + =( )E

²)  1الأجوبة : ² 1 ² ² 1 0x y x y+ = Û + - =
)ومنھ :  )E (0;0)دائرة مركزھاO : 1وشعاعھاR =

2  (² 2 1 ² 2 3² 3² 1 6 0 ² ² 2 6 6 0x x y y x y x y- + + - ´ + - - + = Û + - - + =

( ) ( ) ( )21 ² 3 ² 4 2x y- + - = = Û

)ومنھ :  )E (3;1)دائرة مركزھاW : 2وشعاعھاR =

3  (² 4 4 ² 2 1 1 4 7 0 ² ² 4 2 7 0x x y y x y x y- + + - ´ + - - + = Û + - - + =

( ) ( )2 ² 1 ² 2x y- + - =- Û

)ومنھ :  )Eھي المجموعة الفارغة
4  (( )0 ² ² 2 4 4² 4² 12 0 ² ² 8 12 0x y y x y y- + + ´ ´ + - + = Û + + + =

( ) ( ) ( )20 ² 4 ² 4 2x y- + + = = Û

)ومنھ :  )E 0)دائرة مركزھا; 4)W 2Rاعھا : وشع- =

حل مبیانیا المتراجحتین التالیتین    :         :25تمرین
1(² ² 2 4 4 0x y x y+ - + - <2(² ² 1 0x y+ - >

)  1الأجوبة :
² 2 1 1 ² 4 4 4 4 0 ² ² 2 4 4 0x x y y x y x y- + - + + ´ + - - < Û + - + - <

( ) ( ) ( )21 ² 2 ² 9 3x y- + + < = Û

)ومنھ :  )E 1)ھو داخل الدائرة  التي مركزھا; 2)W وشعاعھا : -
3R =
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2  (( ) ( )0 ² 0 ² 2² ² ² 4 ² ² 4 0x y x y x y- + - > Û + > Û + - >

)ومنھ :  )E (0;0)ھو خارج الدائرة  التي مركزھاO : وشعاعھا
2R =

حل مبیانیا النظمة التالیة:         :26تمرین
² ² 1 0
² ² 4 12 0

x y
x y x
+ - >ì

í + - - <î
الجواب :

²أ)   4 4 4 ² 12 0 ² ² 4 12 0x x y x y x- + - + - < Û + - - <

( ) ( ) ( )22 ² 0 ² 16 4x y- + - < = Û

4Rوشعاعھا : W(0;2)وھذا یعني داخل الدائرة  التي مركزھا  =
)ب)  ) ( )0 ² 0 ² 1² ² ² 1 ² ² 1 0x y x y x y- + - > Û + > Û + - >

1Rوشعاعھا : O(0;0)یعني خارج الدائرة  التي مركزھا  =
)مجموعة حلول النظمة  )Eھي أزواج احداثیات نقط المستوى التي
وشعاعھا : W(0;2)الدائرة  التي مركزھا تنتمي الى تقاطع داخل

4R 1Rوشعاعھا : O(0;0)خارج الدائرة  التي مركزھا و = =
أي الجزء من المستوى المخدش باللونین معا

)أدرس الوضع النسبي للدائرة :27تمرین )Cلتي مركزھا ا

( )1;2W 2وشعاعھاR )مع المستقیم = )D: الذي معادلتھ
2 0x y+ + =( ) :D

)نحسب الجواب: )( ),d PWونقارنھا مع شعاع الدائرة

( )( )
2 2

1 2 2 5 5 2, 2
221 1

d P R
+ +

W = = = > =
+

)المستقیم ومنھ :  )D لا یقطع الدائرة( )C

)نعتبر الدائرة:28تمرین )C التي مركزھا

( )1;2W 2وشعاعھاR )و المستقیم= )D: الذي معادلتھ
2 0x y- + =( ) :D

))بین أن المستقیم 1 )D یقطع الدائرة( )Cفي نقطتین مختلفتین
)) حدد احداثیات نقط تقاطع الدائرة 2 )C و المستقیم( )D

)نحسب )1:الجواب  )( ),d PWونقارنھا مع شعاع الدائرة

( )( )
( )22

1 2 2 1 2, 2
221 1

d P R
- +

W = = = < =
+ -

)المستقیم ومنھ :  )D یقطع الدائرة( )Cفي نقطتین مختلفتین

)معادلة الدائرة ھي : )2 ) ( ) ( )21 ² 2 ² 2x y- + - =

نحل اذن النظمة التالیة : 
( ) ( ) ( ) ( )
( )

21 1 ² 2 ² 2

2 2 0

x y

x y

ì - + - =ïÛ í
- + =ïî

( )2 2x y+ = Û نعوض في المعادلة( )12x y+ فنجد :=

( )( ) ( ) ( )21 1 ² 2 2 ² 2x x- + + - )یعني := ) ( )1 ² ² 4x x- + =

²یعني : 2 1 ² 4x x x- + + 2یعني := ² 2 3 0x x- - =
28Dنحسب ممیز المعادلة فنجد:  ومنھ للمعادلة حلین ھما :=

1
2 2 7

4
x +
و=

2
2 2 7

4
x -
یعني :=

1
1 7

2
x +
و=

2
1 7

2
x -=

اذا كانت 
1

1 7
2

x +
2xنعوض في  = y+ =

1فنجد :  7 5 72
2 2

y + +
= + =

اذا كانت 
2

1 7
2

x -
2xنعوض في  = y+ =

1فنجد :  7 5 72
2 2

y - -
= + =

1قطتا التقاطع ھما : ومھ ن 7 5 7;
2 2

A
æ ö+ +
ç ÷ç ÷
è ø

1و  7 5 7;
2 2

B
æ ö- -
ç ÷ç ÷
è ø
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)نعتبر للدائرة  :29تمرین )C  التي مركزھا( )1;2W وشعاعھا

1R )و المستقیم = )Dتھ :الذي معادل
)بین أن المستقیم )1 )D مماس للدائرة( )C
Tحدد احداثیات نقطة التماس )2

))نحسب 1الجواب: )( ),d PWونقارنھا مع شعاع الدائرة
3y =( ) :D   0یعني 1 3 0x y+ - =( ) :D

( )( )
2 2

0 2 3 1
, 1

10 1
d P R

+ - -
W = = = =

+

)المستقیم ومنھ :  )D مماس للدائرة( )C

))معادلة الدائرة ھي : 2 ) ( ) 21 ² 2 ² 1x y- + - =

النظمة التالیة : نحل اذن 
( ) ( ) ( )
( )
1 1 ² 2 ² 1

2 3

x y

y

- + - =ìïÛ í
=ïî
)نعوض في المعادلة  )13 y=: فنجد
( )( )1 1 ² 1 1x - + )یعني := )1 ² 0x - 1xیعني := =

)ومنھ نقطة التماس ھي :  )1;3T

)نعتبر  الدائرة :30تمرین )C  التي مركزھا

( )2;1W 5وشعاعھاR )و المستقیم = )D: الذي معادلتھ
3 2 0x y+ - =( ) :D

))بین أن المستقیم 1 )D یقطع الدائرة( )Cفي نقطتین مختلفتین
)) حدد احداثیات نقط تقاطع الدائرة 2 )C و المستقیم( )D

)نحسب )1الجواب: )( ),d PWرنھا مع شعاع الدائرةونقا

( )( )
2 2

6 1 2 5 5 10 10, 5
10 2103 1

d P R
+ -

W = = = = < =
+

)المستقیم ومنھ :  )D یقطع الدائرة( )Cفي نقطتین مختلفتین
))معادلة الدائرة ھي : 2 ) ( ) ( )22 ² 1 ² 5x y- + - تكافئ: =

² ² 4 2 20 0x y x y+ - - - =
)ط تقاطع الدائرة نحدد احداثیات نق )C و المستقیم( )D

نحل اذن النظمة التالیة : 
( )
( )

( )
( )

1 ² 2 0 1 ² ² 4 2 20 0

2 3 2 2 3 2 0

x x x y x y

y x x y

- - = + - - - =ì ìï ïÛí í
= - + + - =ï ïî î

)نحسب ممیز المعادلة 9Dفنجد: 1( ومنھ للمعادلة =

حلین ھما : 
1

1 3 2
2

x +
= 2و= 1x = -

1اذا كانت · 2x 4yفان : = = -

1اذا كانت · 1x = 5yفان : - =

)ومھ نقطتا التقاطع ھما :  )1;5A )و - )2; 4A -

)نعتبر  الدائرة  :31تمرین )C
²التي معادلتھا :  ² 2 8 1 0x y x y+ - - + =( )1

)و المستقیم )D: المعرف بتمثیلھ البارامتري
1 2x t

y t
= +ì

í =î
( ) :D

( ) :tÎ¡

))بین أن المستقیم 1 )D یقطع الدائرة( )Cفي نقطتین مختلفتین
)) حدد احداثیات نقط تقاطع الدائرة 2 )C و المستقیم( )D

)المعادلة نعوض في )1:الجواب  فنجد :1(

( ) ( )1 2 ² ² 2 1 2 8 1 0t t t t+ + - + - + 5یعني := ² 8 0t t- =

)یعني : )5 8 0t t- =

1یعني :  0t أو=
2

8
5

t =

)المستقیم ومنھ :  )Dطع الدائرة یق( )Cفي نقطتین مختلفتین

1)اذا كانت 2 0t 1نعوض في  = 2x t
y t
= +ì

í =î
1فنجد

0
x
y
=ì

í =î
:

اذا كانت 
2

8
5

t 2فنجدنعوض = 1
5

8
5

x

y

ì =ïï
í
ï =
ïî

)قیم المستومنھ :  )D یقطع الدائرة( )Cفي نقطتین مختلفتین

)و نقطتا التقاطع ھما : )1;0A 21و 8;
5 5

Bæ ö
ç ÷
è ø

)لتكن  :32تمرین )C : الدائرة  التي معادلتھا الدیكارتیة ھي
² ² 4 2 1 0x y x y+ - - + =( )1

)) تأكد أن 1 ) ( )0;1A CÎ ثم حدد مركز وشعاع الدائرة( )C

)) معادلة لمماس للدائرة 2 )C  في النقطةA

)ن احداثیات ) نتحقق أ1الجواب : )0;1A تحقق المعادلة( )1

0² 1² 4 0 2 1 1 0+ - ´ - ´ + =( )ومنھ 1( ) ( )0;1A CÎ

4; 2; 1a b c= = - =
)نحسب :  ) ( )2 2 4 4 ² 2 ² 4 1 16 4 4 16 0a b c+ - = + - - ´ = + - = >

)ومنھ :  )E دائرة مركزھا( ; )
2 2
a b- -

W : أي( 2;1)W -

2وشعاعھا :  2 4 16 2
2 2

a b cR + -
= = =

)) معادلة لمماس للدائرة 2 )C  في النقطةA؟؟؟؟

( ) ( )0 ;AM A M x y DW= Û Î
uuuur uuur

gینا :ولد( )0; 1AM x y- -
uuuur و

( )2;0AW -
uuur

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 0 0 2 0 0 1 0 ;x x y M x y D- - = Û - - + - = Û Î

( ) ( )0 ;x M x y D= Û Î

)ومنھ معادلة مماس الدائرة  )C في النقطة( )0;1Aھو المستقیم
)الذي معادلتھ : ) : 0D x =
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)لتكن :33تمرین )C : الدائرة  التي معادلتھا الدیكارتیة ھي
² ² 4 4 2 0x y x y+ + + - =

)و المستقیم )D : 3الذي معادلتھ 2 0x y+ - =

))حدد مركز وشعاع الدائرة 1 )C

))بین أن المستقیم 2 )D مماس  للدائرة( )C
))حدد إحداثیتي نقطھ  تماس الدائرة 3 )C و المستقیم( )D

))نحدد مركز وشعاع الدائرة 1الجواب: )C
4; 4; 2a b c= = = -

)نحسب :  ) ( )2 2 4 4 ² 4 ² 4 2 16 16 8 40 0a b c+ - = + - ´- = + + = >

)ومنھ :  )E دائرة مركزھا( ; )
2 2
a b- -

W : أي( 2; 2)W - -

2وشعاعھا :  2 4 40 10
2 2

a b cR + -
= = =

))نحسب 2 )( ),d PWعاع الدائرةونقارنھا مع ش

( )( )
2 2

2 6 2 10
, 10

101 3
d P R

- - - -
W = = = =

+

)المستقیم ومنھ :  )D مماس للدائرة( )C
T)نحدد احداثیات نقطة التماس 3

)معادلة الدائرة ھي :  ) ( )2 ² 2 ² 10x y+ + + =

نحل اذن النظمة التالیة : 
( )( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

1 2 ² 2 ² 10 1 2 ² 2 ² 10

2 2 3 2 3 2 0

x y x y

x y x y

+ + + = + + + =ì ìï ïÛí í
= - + - =ï ïî î

)نعوض في المعادلة  )12 3x y= ²فنجد :- 2 1 0y y- + =

)یعني : )1 ² 0y - 1yیعني := 1xومنھ : = = -

)س ھي : ومنھ نقطة التما )1;1T -

« c’est en forgeant que l’on devient
forgeron » dit un proverbe.

c’est en s’entraînant

régulièrement aux calculs et

exercices que l’on devient un

mathématicien
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لاحظ ثم أتمم بأربعة أعداد ملائمة لتسلسل كل متتالیة من :1تمرین
المتتالیات التالیة :

1(0 ,2 ,4 ,6 ,8,10............. ,
2(6 ,3 ,0 ,3- ,6- ,9- ,12-.............,
3(1 ,3 ,9 ,27 ,81 ,243............. ,
4(1 ,1

2
 ,1

4
 ,1

8
 ,1

16
 ,1

32
............. ,

5    (1 ,4 ,9 ,16 ,25,36.............,
18, 16, 12,14, 10, 8, 6, 4, 2, 0)1الأجوبة:

 (26 ,3 ,0 ,3- ,6- ,9- ,12- ,15- ,18-,21 ,24-
3 (1 ,3 ,9 ,27 ,81 ,243 ,729 ,2187 ,6561 ,19683
4 (1 ,1

2
 ,1

4
 ,1

8
 ,1

16
 ,1

32
 ,1

64
 ,1

128
 ,1

256
 ,1

512
5    (1 ,4 ,9 ,16 ,25,36 ,49 ,64 ,81,100

)تبر المتتالیة العددیةنع:2تمرین ) 0n n
u

³
المعرفة بالصیغة

2الصریحة التالیة :  3nu n= +n" Î¥

0u)أحسب حدھا الأول 1
)الحدود الأربعة الأولى للمتتالیة )أحسب 2 ) 0n n

u
³

0)1بة:الأجو 2 0 3 3u = ´ + =
2(1 2 1 3 5u = ´ + 2و= 2 2 3 4 3 7u = ´ + = + =

3و   2 3 3 9u = ´ + =
2العدد ونلاحظ أن أن فرق حدین متتالین ھ

)نعتبر المتتالیة العددیة :3تمرین )nu المعرفة بالعلاقة الترجعیة

0: التالیة

1

1
2 3n n

u
u u+

=ì
í = +î

)أحسب الحدود الأربعة الأولى للمتتالیة  )nu

0ب  nنعوض الجواب :

0فنجد : 1 02 3 2 1 3 2 3 5u u+ = ´ + = ´ + = + 1اذن := 5u =

1ب  nنعوض 

1فنجد : 1 12 3 2 5 3 10 3 13u u+ = ´ + = ´ + = + 2اذن := 13u =

2ب  nنعوض 
2فنجد : 1 22 3 2 13 3 26 3 29u u+ = ´ + = ´ + = + =

3اذن : 29u =

ھذه المتتالیة تسمى متتالیة ترجعیھملاحظة : 
)نعتبر المتتالیة العددیة :4تمرین )nu المعرفة

1كالتالي: 
2 1n
nu
n
+

=
+

n" Î¥

1بین أن:     .1 1
2 nu< £n" Î¥

)ماذا یمكن أن نقول عن المتتالیة .2 )nu؟

1nuأ) نبین أن:     الأجوبة : £n" Î¥؟؟؟؟

)نحسب الفرق :  ) ( )2 1 111 1 0
2 1 2 1 2 1n

n nn nu
n n n

+ - ++
- = - = = ³

+ + +
1nuومنھ :  £n" Î¥�

1أ) نبین أن:     
2 nu<n" Î¥؟؟؟؟

)نحسب الفرق :  ) ( )2 1 2 11 1 1 1 0
2 2 1 2 2 1 2 1n

n nnu
n n n

+ - ++
- = - = = >

+ + +

1ومنھ: 
2 nu<n" Î¥�

1نجد: �و�وبالتالي من  1
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1

0

5 1 10 1 9
3 2 3 5

uu
u

- -
= = =

+ +
و

0
0

1 1 1
1 2 1

v
u

= = =
- -

)نستعمل برھانا بالترجع2
0nأ)نتحقق أن العبارة صحیحة بالنسبة ل  =

0لدینا  2 1u = 0nالعبارة صحیحة بالنسبة ل اذن :³ =
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1nuب)نفترض أن:  ³

1ج)نبین أن:  1nu + ؟؟؟؟؟³

)نحسب الفرق :  ) ( )
1

5 1 3 4 15 1 4 41 1
3 3 3 3

n n nn n
n

n n n n

u u uu uu
u u u u+

- - + -- -
- = - = = =

+ + + +

1nuجع لدینا :و حسب افتراض التر ³

1اذن :  0nu - 3و  ³ 0nu + 1و منھ < 1 0nu + - ³

1nuوبالتالي:  ³n" Î¥

3(
1

1

1 1
1 1n n

n n

v v
u u+

+

- = -
- -

1nuنعوض  1ب+
3

n

n

u
u
-
+

فنجد:
1

31 1 1 1 4
5 1 41 1 4 4 4 41

3 3

n
n n

n nn n n n

n n

uv v u uu u u u
u u

+

+
- = - = - = -

- - - - --
+ +

( )1
3 4 1 1 1

4 4 4 4 4 1 4
n n n

n n
n n n

u u uv v r
u u u+

+ - - -
- = = = = =

- - -

)ومنھ  )nv: 1متتالیة حسابیة أساسھا
4

r 0وحدھا الأول : = 1v =

)بما أن :) 4 )nv: 1متتالیة حسابیة أساسھا
4

r 0وحدھا الأول : = 1v =

0nvفان :  v nr= 1أي : +
4n
nv = +

1)نعلم أن : 5
1n

n

v
u

=
-

11nیعني
n

u
v

- 1یعني= 1n
n

u
v

= +

1ونعلم أن :  
4n
nv = اذن : +

1 1 4 4 4 81 1 14 4 4 41
4 4

n
n nu n n n n n

+ + +
= + = + = + = =

+ + + ++

)نعتبر المتتالیة العددیة :32تمرین )nu : المعرفة كالتالي

1

0

11
4

1
2

n
n

u
u

u

+
ì = - -ïï
í
ï =ïî

n" Î¥

)ونعتبرالمتتالیة العددیة )nv : 2المعرفة كالتالي
2 1n

n

v
u

=
+

n" Î¥

3uو 2uو 1uأحسب .1
)بین أن : .2 )nvمتتالیة حسابیة

nبدلالة nuثم استنتج  nبدلالة nvأكتب .3
1)1:أجوبة

3
2

u = و-
2

5
6

u = و   -
13

7
10

u = -

2(1 2n nv v+ - = 1nuنعوض - 1ب+
3

n

n

u
u
-
+

)ومنھ  )nv: 2متتالیة حسابیة أساسھاr = 0وحدھا الأول : - 1v =

)بما أن :) 3 )nv: 1متتالیة حسابیة أساسھا
4

r 0وحدھا الأول : = 1v =

0nvفان :  v nr= 2أي : + 1nv n= - +

2نعلم أن : 
2 1n

n

v
u

=
+

1یعني 1
2n

n

u
v

= 1یعني- 1
2 1 2nu
n

= -
- +

)الیة العددیة نعتبر المتت:33تمرین )nu : المعرفة كالتالي

1

0

5
2 3

2

n
n

n

uu
u

u

+
ì =ï +í
ï =î

n" Î¥

)ونعتبر المتتالیة العددیة  )nv : 1المعرفة كالتاليn
n

n

uv
u
-

=n" Î¥

1nuبین أن :   .1 >n" Î¥

)أبین أن  .2 )nvمتتالیة حسابیة وحدد أساسھا وحدھا الأول

nبدلالة nuثم استنتج  nبدلالة nvأكتب .3
)نستعمل برھانا بالترجع1:أجوبة

0nأ)نتحقق أن العبارة صحیحة بالنسبة ل  =

لدینا 
0 2 1u = 0nالعبارة صحیحة بالنسبة ل اذن :< =

1nuب)نفترض أن:  ³

1ج)نبین أن:  1nu + ؟؟؟؟؟³

)نحسب الفرق :  ) ( )
1

5 2 3 3 15 3 31 1
2 3 2 3 2 3 2 3

n n nn n
n

n n n n

u u uu uu
u u u u+

- + --
- = - = = =

+ + + +

1nuو حسب افتراض الترجع لدینا : >

1اذن :  0nu - 2و  < 3 0nu + 1و منھ < 1 0nu + - ³

1nuوبالتالي:  ³n" Î¥

1
31 1 1 1 4

5 1 41 1 4 4 4 41
3 3

n
n n

n nn n n n

n n

uv v u uu u u u
u u

+

+
- = - = - = -

- - - - --
+ +

( )1
3 4 1 1 1

4 4 4 4 4 1 4
n n n

n n
n n n

u u uv v r
u u u+

+ - - -
- = = = = =

- - -

)ومنھ  )nv: 1متتالیة حسابیة أساسھا
4

r 0وحدھا الأول : = 1v =

)بما أن :) 3 )nv: 1متتالیة حسابیة أساسھا
4

r 0وحدھا الأول : = 1v =

0nvفان :  v nr= 1أي : +
4n
nv = +

1نعلم أن : 
1n

n

v
u

=
-

11nیعني
n

u
v

- 1یعني= 1n
n

u
v

= +

1ونعلم أن :  
4n
nv = اذن : +

1 1 4 4 4 81 1 14 4 4 41
4 4

n
n nu n n n n n

+ + +
= + = + = + = =

+ + + ++

)نعتبر المتتالیة العددیة :34تمرین )nu : المعرفة كالتالي

1

0

7 3
3 7

7
3

n
n

n

uu
u

u

+
+ì =ï +ï

í
ï =ïî

n" Î¥

)ونعتبر المتتالیة العددیة  )nv : 1المعرفة كالتالي
1

n
n

n

uv
u
-

=
+

n" Î¥

1nuبین أن :   .1 ³n" Î¥

)أدرس رتابة المتتالیة .2 )nu

)أبین أن  .3 )nv أساسھا وحدھا الأولمتتالیة ھندسیة وحدد

nبدلالة nuثم استنتج  nبدلالة nvأكتب .4
)نستعمل برھانا بالترجع1:أجوبة

0nأ)نتحقق أن العبارة صحیحة بالنسبة ل  =

دینا ل
0

7 1
3

u = 0nالعبارة صحیحة بالنسبة ل اذن :³ =

1nuب)نفترض أن:  ³
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1ج)نبین أن:  1nu + ؟؟؟؟؟³

)نحسب الفرق :  ) ( )
1

7 3 3 7 4 17 3 4 41 1
3 7 3 7 3 7 3 7

n n nn n
n

n n n n

u u uu uu
u u u u+

+ - + -+ -
- = - = = =

+ + + +

1nuو حسب افتراض الترجع لدینا : >

1اذن :  0nu - 3و  < 7 0nu + 1و منھ < 1 0nu + - ³

1nuوبالتالي:  ³n" Î¥

)) دراسة رتابة المتتالیة 2 )nu : نحسب
1n nu u+ وندرس الإشارة :-

( ) 2

1

7 3 3 77 3 3 3
3 7 3 7 3 7

n n nn n
n n n

n n n

u u uu uu u u
u u u+

+ - ++ - +
- = - = =

+ + +

( )( )
1

3 1 1
3 7
n n

n n
n

u u
u u

u+

- + -
- =

+

1nuولدینا :  1اذن : ³ 0nu + 1و  ³ 0nu - 3و³ 7 0nu + >

ومنھ:
1 0n nu u+ - )المتتالیة وبالتالي :£ )nuتناقصیة

3(
( )

( )
1

1
1

7 3 3 77 3 4 41
1 3 7 3 7 3 7 4 4

7 3 10 107 3 3 71 10 101
3 7 3 73 7

n nn n

n n n n n
n

n nn nn n

n nn

u uu u
u u u u uv u uu uu u

u uu

+
+

+

+ - ++ -
-

- + + + -
= = = = =

+ ++ + ++ ++
+ ++

( )
( )1

4 1 12 2
10 1 5 1 5

n n
n n

n n

u uv v
u u+

- -
= = =

+ +

)اذن: المتتالیة  )nv 2ھندسیة  أساسھا
5

q=

وحدھا الأول 
0

0
0

7 411 23 3
7 101 51
3 3

uv
u

--
= = = =

+ +

)الیة ) بما أن المتت4 )nv 2ھندسیة  أساسھا
5

q= وحدھا الأول
0

2
5

v =

12فان: 2 2
5 5 5

n n

nv
+

æ ö æ ö= ´ =ç ÷ ç ÷
è ø è ø

:nبدلالة nuاستنتاج

)لدینا: ) 11 1 1
1

n
n n n n n n n n

n

uv u v u v u u v
u
-

+ - = - Û + = - Û =
+

( )1 1n n nu v v- = - - Û1 1
1 1

n n
n n

n n

v vu u
v v

+ - -
= Û = Û

- -

ونعلم أن : 
12

5

n

nv
+

æ ö= ç ÷
è ø

اذن : 
1

1

21
5
21
5

n

n nu

+

+

æ ö+ ç ÷
è ø=
æ ö- ç ÷
è ø

)نعتبر المتتالیة العددیة :35تمرین )nu : المعرفة كالتالي

1

0

5 3
3

1

n
n

n

uu
u

u

+

+ì =ï +í
ï =î

n" Î¥

)ونعتبر المتتالیة العددیة  )nv : 3المعرفة كالتالي
1

n
n

n

uv
u
-

=
+

n" Î¥

0بین أن :   .1 3nu£ £n" Î¥

)أدرس رتابة المتتالیة .2 )nu

)أبین أن  .3 )nvمتتالیة ھندسیة وحدد أساسھا وحدھا الأول

nبدلالة nuثم استنتج  nبدلالة nvأكتب .4
)نستعمل برھانا بالترجع1:أجوبة

0نبین أولا أن :  nu£n" Î¥

0nأ)نتحقق أن العبارة صحیحة بالنسبة ل  =

0لدینا  1 0u = 0nالعبارة صحیحة بالنسبة ل اذن :³ =

0nuب)نفترض أن:  ³

1ن: ج)نبین أ 0nu + ؟؟؟؟؟³

0nuحسب افتراض الترجع لدینا : 1اذن : ³ 0nu + ³

0nuوبالتالي:  ³n" Î¥

3nuنبین أن :  £n" Î¥

0nتحقق أن العبارة صحیحة بالنسبة ل أ)ن =

0لدینا  1 3u = 0nالعبارة صحیحة بالنسبة ل اذن :£ =

3nuب)نفترض أن:  £

1ج)نبین أن:  3nu + ؟؟؟؟؟    نحسب الفرق:£

( ) ( ) ( )
1

3 3 5 3 2 35 3 2 63 3
3 3 3 3

n n nn n
n

n n n n

u u uu uu
u u u u+

+ - + - -+ - +
- = - = = =

+ + + +

3nuو حسب افتراض الترجع لدینا : £

3اذن :  0nu - 3و  £ 0nu + 0nuلأن < و منھ ³
13 0nu +- ³

3nuوبالتالي:  £n" Î¥

)) دراسة رتابة المتتالیة 2 )nu : نحسب
1n nu u+ وندرس الإشارة :-

( ) 2

1

5 3 35 3 2 3
3 3 3

n n nn n n
n n n

n n n

u u uu u uu u u
u u u+

+ - ++ - + +
- = - = =

+ + +

2نعمل  2 3n nu u- + Dنحسب الممیز +

4 12 16 0D= + = ھناك جذرین :<
1

2 4 1
2

x - +
= =-

-
و 

2
2 4 3

2
x - -
= =

-
)ومنھ التعمیل : ) ( )2 2 3 3 1n n n nu u u u- + + =- - +

)ومنھ   : ) ( )
1

3 1
3

n n
n n

n

u u
u u

u+

- - +
- =

+

0nuلدینا :  3اذن : ³ 0nu + 1و  ³ 0nu + ³
3nuلدینا :و 3اذن : £ 0nu - £

)ومنھ:  )( )
1

3 1
0

3
n n

n n
n

u u
u u

u+

- - +
- = ³

+
)وبالتالي  )nu تزایدیة

3(
( )

( )
1

1
1

5 3 3 35 3 2 63
3 3 3 3 2 6

5 3 6 65 3 31 6 61
3 33

n nn n

n n n n n
n

n nn nn n

n nn

u uu u
u u u u uv u uu uu u

u uu

+
+

+

+ - ++ -
-

- + + + -
= = = = =

+ ++ + ++ ++
+ ++

( )
( )1

2 3 31 1
6 1 3 1 3

n n
n n

n n

u uv v
u u+

- -
= = =

+ +

)اذن: المتتالیة  )nv 1ھندسیة  أساسھا
3

q=

0وحدھا الأول 
0

0

3 1 3 1
1 1 1

uv
u
- -

= = = -
+ +

)) بما أن المتتالیة 4 )nv 1ھندسیة  أساسھا
3

q= وحدھا الأول
0 1v = -

)فان: ) 1 11
3 3

n n

nv æ ö æ ö= - ´ = -ç ÷ ç ÷
è ø è ø

:nبدلالة nuنتاجاست
)لدینا: ) 33 1 3

1
n

n n n n n n n n
n

uv u v u v u u v
u
-

+ - = - Û + = - Û =
+

( )1 3n n nu v v- = - - Û3 3
1 1

n n
n n

n n

v vu u
v v

+ - -
= Û = Û

- -
ونعلم أن :

1
3

n

nv æ ö= -ç ÷
è ø

اذن
13
3
11
3

n

n nu

æ ö- ç ÷
è ø=
æ ö+ ç ÷
è ø
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)قواعد مھمة :یجب حفظھا 1
os( ) cos cos sin sinc a b a b a b- = +�

os( ) cos cos sin sinc a b a b a b+ = -�

sin( ) sin cos sin cosa b a b b a+ = +�

sin( ) sin cos sin cosa b a b b a- = -�
2(

tan tantan( )
1 tan tan

a ba b
a b
++ =

- ´
�

tan tantan( )
1 tan tan

a ba b
a b
-

- =
+ ´

�

3(
2 2os(2 ) cos sinc a a a= 2os(2و  - ) 1 2sinc a a= -

2os(2 ) 2cos 1c a a= 2اذن : - 1 os2cos
2

c aa +
=

2 1 os2sin
2

c aa -
2و = 2cos sin 1a a+ =

sin(2 ) 2sin cosa a a= 2و  ´
2

11 tan
cos

a
a

+ =

2

2 tantan(2 )
1 tan

aa
a

=
-

2

2 tan
2tan( )

1 tan
2

x

x
x

æ ö
ç ÷
è ø=
æ ö- ç ÷
è ø

4 (2 2cos cos sin
2 2
x xx= sinو - 2sin cos

2 2
x xx = ´

2

2

1 tan
2cos

1 tan
2

x

x
x

æ ö- ç ÷
è ø=
æ ö+ ç ÷
è ø

و 
2

2

2 tan
2sin

1 tan
2

x

x
x

æ ö
ç ÷
è ø=
æ ö+ ç ÷è ø

tan)بوضع :5
2
xt æ ö= ç ÷

è ø

:نجد
2

2sin
1

tx
t

=
+

2و

2

1cos
1

tx
t

-
=

+
و

2

2tan
1

tx
t

=
-

)قواعد لكیفیة تحویل جداء إلى مجموع:6
( ) ( )1cos cos cos cos

2
a b a b a b= + + -é ùë û

( ) ( )1sin sin cos cos
2

a b a b a b= - + - -é ùë û

( ) ( )1sin cos sin sin
2

a b a b a b= + + -é ùë û

( ) ( )1cos sin sin sin
2

a b a b a b= - + - -é ùë û

)قواعد لكیفیة تحویل مجموع إلى جداء:7
cos cos 2cos cos

2 2
p q p qp q + -æ ö æ ö+ = ç ÷ ç ÷

è ø è ø

cos cos 2sin sin
2 2

p q p qp q + -æ ö æ ö- =- ç ÷ ç ÷
è ø è ø

sin sin 2sin cos
2 2

p q p qp q + -æ ö æ ö+ = ç ÷ ç ÷è ø è ø

sin sin 2cos sin
2 2

p q p qp q + -æ ö æ ö- = ç ÷ ç ÷
è ø è ø

cosأحسب:1تمرین
12
p وsin

12
p

4أجوبة: 3 4 3cos cos cos cos
12 12 12 12 3 4
p p p p p p p-æ ö æ ö æ ö= = - = -ç ÷ ç ÷ ç ÷

è ø è ø è ø

os( ) cos cos sin sin
3 4 3 4 3 4

c p p p p p p- = +

یمكننا استعمال نتائج الجدول التالي:

1 2 3 2 2 6 2 6os
12 2 2 2 2 4 4 4

c p +
= ´ + ´ = + =

sin( ) sin cos sin cos
3 4 3 4 4 3
p p p p p p
- = -�

3 2 2 1 6 2 6 2sin
12 2 2 2 2 4 4 4
p -
= ´ - ´ = - =

tanأحسب:2تمرین
12
p

tanالجواب: tan 3 13 4tan tan
12 3 4 1 31 tan tan

3 4

p p
p p p

p p

- -æ ö= - = =ç ÷ +è ø + ´

( )
( )( )

( )
( )

2 2

2 2

3 1 3 1 4 2 3tan 2 3
12 23 1 3 1 3 1

p - - -
= = = = -

+ - -

:3تمرین
5cosأحسب  .1

12
p  5وsin

12
p   5وtan

12
p

7cosأحسب  .2
12
p  7وsin

12
p7وtan

12
p

cosبین أن :   .3 cos cos
3 3

x x xp pæ ö æ ö= + + -ç ÷ ç ÷
è ø è ø

5)1أجوبة: 2 3 2 3cos cos cos cos
12 12 12 12 6 4
p p p p p p p+æ ö æ ö æ ö= = + = +ç ÷ ç ÷ ç ÷

è ø è ø è ø

os( ) cos cos sin sin
6 4 6 4 6 4

c p p p p p p+ = -

5 3 2 1 2 6 2 6 2os
12 2 2 2 2 4 4 4

c p -
= ´ - ´ = - =

sin( ) sin cos sin cos
6 4 6 4 4 6
p p p p p p
+ = +�

5 1 2 2 3 2 6 6 2sin
12 2 2 2 2 4 4 4
p +
= ´ + ´ = + =

2
p

3
p

4
p

6
p0

13
2

2
2

1
2

0sinx

01
2

2
2

3
2

1cosx

أكاديمیة 
الجھة 
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( ) ( )2 25 6 2sin 6 2 6 25 6 212 4tan 512 6 2 46 2 6 2cos
12 4

p
p

p

+
+ ++

= = = = =
-- -

( )2
6 25 8 2 12 8 4 3tan 2 3

12 4 4 4
p + + +
= = = = +

2(7 4 3 4 3cos cos cos cos
12 12 12 12 3 4
p p p p p p p+æ ö æ ö æ ö= = + = +ç ÷ ç ÷ ç ÷

è ø è ø è ø

os( ) cos cos sin sin
3 4 3 4 3 4

c p p p p p p+ = -

7 1 2 3 2 2 6 2 6os
12 2 2 2 2 4 4 4

c p -
= ´ - ´ = - =

sin( ) sin cos sin cos
3 4 3 4 4 3
p p p p p p
+ = +�

7 3 2 2 1 6 2 6 2sin
12 2 2 2 2 4 4 4
p +
= ´ + ´ = + =

( ) ( )2 27 6 2sin 6 2 6 27 6 212 4tan 712 2 6 46 2 2 6cos
12 4

p
p

p

+
+ ++

= = = = =
- -- -

7 8 2 12 8 4 3tan 2 3
12 4 4
p + +
= = =- -

- -

3(os( ) os( ) cos
3 3

c x c x xp p+ + - ؟؟=

os( ) os( ) cos cos sin sin cos cos sin sin
3 3 3 3 3 3

c x c x x x x xp p p p p p+ + - = - + +

1 3 1 3 1cos sin cos sin 2 cos cos
2 2 2 2 2

x x x x x x= - + + = ´ =

2بین أن :   :4تمرین 2sin( ) sin( ) sin 0
3 3

x x xp p+ + - + =

لدینا الجواب :
2 2 2sin( ) sin cos sin cos sin cos sin cos
3 3 3 3 3

x x x x xp p p p p
p pæ ö æ ö+ = + = - + -ç ÷ ç ÷
è ø è ø

2sin( ) sin cos sin cos
3 3 3

x x xp p p+ =- +

2 2 2sin( ) sin cos sin cos sin cos sin cos
3 3 3 3 3

x x x x xp p p p p
p pæ ö æ ö- = - = - - -ç ÷ ç ÷
è ø è ø
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( ) ( )10 1 cos2 12 5 1 cos2 12 5cos2 7
2

x x x-
= - + =- - + = +

"xبین أن :  :11تمرین ÎR
1   (( )2sin3 sin 3 4sinx x x= ´ -

2(( )2cos3 cos 4cos 3x x x= -

3 (4 2os(4 ) 8cos 8cos 1c x x x= - +
4 (( )3sin(4 ) 4sin 2cos cosx x x x= -

5(( )3 1cos 3cos cos3
4

x x x= +

))1أجوبة : )sin3 sin 2 sin2 cos cos2 sinx x x x x x x= + = +

( ) ( ) ( )2 2 2 22sin cos 1 2sin sin 2sin 1 sin 1 2sin sinx x x x x x x x= + - = - + -

( )3 3 3 22sin 2sin sin 2sin 3sin 4sin sin 3 4sinx x x x x x x x= - + - = - = -

2(( )cos3 cos 2 cos cos2 sin 2 sinx x x x x x x= + = -

( )2 3 2cos 2cos 1 sin 2cos sin 2cos cos 2cos sinx x x x x x x x x= - + ´ = - -

( )3 2 3 22cos cos 2cos 1 cos 2cos cos 2cos 2cosx x x x x x x x= - - - = - - +

( )3 24cos 3cos cos 4cos 3x x x x= - = -

3(( )22 2os(4 ) os(2 2 ) 2cos 2 1 2 2cos 1 1c x c x x x= ´ = - = - -

( )4 2 4 22 4cos 4cos 1 1 8cos 8cos 1x x x x= - + - = - +

4(( )2sin(4 ) sin(2 2 ) 2sin2 cos2 2 2sin cos 2cos 1x x x x x x x= ´ = = ´ -

( ) ( )2 3sin(4 ) 4sin cos 2cos 1 4sin 2cos cosx x x x x x x= - = -

5(( )3 1cos 3cos cos3
4

x x x= ؟؟+

:1طریقة

( ) ( )( ) ( )1 1 13cos cos3 3cos cos 2 3cos cos cos2 sin sin2
4 4 4

x x x x x x x x x x+ = + + = + -

( )( )21 3cos cos 2 cos 1 2sin sin cos
4

x x x x x x= + - -

( ) ( )3 3 3 31 12cos cos 2cos 2cos 3cos 4cos cos
4 4

x x x x x x x= - - + + = =

نستعمل صیغة تحویل جذاء الى مجموع:2طریقة

( )3 2 1 cos2 1cos cos cos cos cos cos2 cos
2 2

xx x x x x x x+
= ´ = ´ = + ´

( )3 1 1 1 1 1 3 1cos cos cos3 cos cos cos3 cos cos cos3
2 2 2 4 4 4 4

x x x x x x x x xæ ö= + + = + + = +ç ÷
è ø

)ومنھ :  )3 1cos 3cos cos3
4

x x x= +

)علما أن : :12تمرین ) sin2 sinP x x x= )و - ) 1 cos cos2Q x x x= + +

)بین أن :  ) ( )cos 2cos 1Q x x x= )و أن + ) ( )sin 2cos 1P x x x= -

أجوبة :
( ) ( )2 21 cos cos2 1 cos 2cos 1 cos 2cos cos 1 2cosQ x x x x x x x x x= + + = + + - = + = +

( ) ( )sin2 sin 2sin cos sin sin 2cos 1P x x x x x x x x= - = - = -

:13تمرین
أكتب على شكل مجموع :

1(cos2 sin4x x´2(sin sin3x x´3(cos4 cos6x x´
أجوبة :

1(( ) ( )( ) ( )( )1 1cos2 sin4 sin 2 4 sin 2 4 sin6 sin 2
2 2

x x x x x x x x´ = + - - = - -

( )1 1 1sin 6 sin 2 sin 6 sin 2
2 2 2

x x x x= + = +

2(( ) ( )( ) ( )( )1 1sin sin3 cos 3 cos 3 cos4 cos 2
2 2

x x x x x x x x´ = + - - = - -

( )( ) ( )1 1 1sin sin3 cos4 cos 2 cos4 cos 2
2 2 2

x x x x x x´ = - = -

3(( ) ( )( ) ( )( )1 1cos4 cos6 cos 4 6 cos 4 6 cos4 cos 2
2 2

x x x x x x x x´ = + + - = - -

( )1 1cos 4 cos 6 cos 4 cos 2
2 2

x x x x´ = -

sin2أكتب على شكل جذاء::14تمرین sin4x x+

2:الجواب  4 2 4sin2 sin4 2sin cos
2 2

x x x xx x + -æ ö æ ö+ = ç ÷ ç ÷
è ø è ø

( )sin2 sin4 2sin3 cos 2 2sin3 cos2x x x x x x+ = - =

:15تمرین
3بین .1 7 5 2sin sin 2sin cos

11 11 11 11
p p p pæ ö æ ö+ = ç ÷ ç ÷

è ø è ø

3بین .2 7 5 2sin sin 2cos sin
11 11 11 11
p p p pæ ö æ ö- =- ç ÷ ç ÷

è ø è ø

استنتج أن : .3
53 7 tansin sin 1111 11

3 7 2sin sin tan
11 11 11

pp p

p p p

æ ö
+ ç ÷

è ø=-
æ ö- ç ÷
è ø

) 1:أجوبة
3 7 3 7

3 7 11 11 11 11sin sin 2sin cos
11 11 2 2

p p p p
p p

æ ö æ ö+ -ç ÷ ç ÷
+ = ç ÷ ç ÷

ç ÷ ç ÷
è ø è ø

3 7 5 2 5 2sin sin 2sin cos 2sin cos
11 11 11 11 11 11
p p p p p pæ ö æ ö+ = - =ç ÷ ç ÷

è ø è ø

2 (
3 7 3 7

3 7 11 11 11 11sin sin 2cos sin
11 11 2 2

p p p p
p p

æ ö æ ö+ -ç ÷ ç ÷
- = ç ÷ ç ÷

ç ÷ ç ÷
è ø è ø

3 7 5 2 5 2sin sin 2cos sin 2cos sin
11 11 11 11 11 11
p p p p p pæ ö æ ö- = - =-ç ÷ ç ÷

è ø è ø



الأستاذ : عثماني نجیب39monsite.com-http:// xyzmath.eص 

3(
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أحسب النھایات التالیة ::20تمرین
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limونعلم أن :  2 1
x

x
®+¥

- = )ومنھ :¥+ )lim 2 sin
x

x x
®+¥

+ = +¥
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أحسب النھایات التالیة ::25تمرین
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x

x x x
®+¥

+ + -

2(2lim 1
x

x x
®+¥

+ -3(2lim 2 4 3
x

x x x
® ¥

+ + +
m

4 (2lim 1
x

x x x
®+¥

+ + -5 (
2

1lim
1x

x
x®+¥

-

+

2lim)1أجوبة : 3 2
x

x x x
®+¥

+ + -



الأستاذ : عثماني نجیب44monsite.com-http:// xyzmath.eص 

2limلدینا :  3
x

x x
®+¥

+ + limو¥+= 2
x

x
®+¥

- =-¥

¥+نحصل عن شكل غ محدد من قبیل : - ¥

داخل الجذر مربع:2xنتخلص من ال ش غ م بالتعمیل ب
2 2 2
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تمارین للبحث:
أحسب النھایات التالیة ::1تمرین
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« c’est en forgeant que l’on
 devient forgeron »
 dit un proverbe.

c’est en s’entraînant

régulièrement aux calculs et

exercices que l’on devient un

mathématicien
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بحیث : Aمثلث متساوي الساقین وقائم الزاویة في ABC:1تمرین

( ) [ ], 2
2

AB AC p
pº

uuur uuur

]منتصف القطعة Oولیكن  ]BC

وزاویتھ Aالذي مركزه rبالدوران ABCأنشئ صورة المثلث .1
2
p

وزاویتھ Oالذي مركزه ¢rبالدوران ABCأنشئ صورة المثلث .2
2
p
-

))1أجوبة : )r A A= لأنA: مركز الدورانr

)و )r B C= : لأن
( ) [ ], 2

2

AB AC

AB AC p p

=ì
ï
í

ºïî

uuur uuur

)و )r B C¢=ومنھ صورة المثلثABCبالدورانr: ھو المثلثACC¢

1(( )r A C¢ )و= )r B A¢ )و= )r C C¢ ¢¢=

¢¢ACCھو المثلث :rبالدورانABCومنھ صورة المثلث

متساویي ACEو  ABDمثلثا   ننشئ خارجھ مثلثین ABC:2تمرین
Aالساقین وقائمي الزاویة في 

BEبین أن : .1 CD=
)بین أن : .2 ) ( )BE CD^

)1أجوبة :

Aالذي مركزه rنعتبر الدوران 

وزاویتھ 
2
p

لدینا : 
( ) [ ], 2

2

AD AB

AD AB p p

=ì
ï
í

ºïî

uuur uuur

ومنھ : 

( )r D B=�

ولدینا : 
( ) [ ], 2

2

AC AE

AC AE p p

=ì
ï
í

ºïî

uuur
نھ : وم

( )r C E=�

BEوبما أن الدوران یحافظ على المسافة فان :�و�من  CD=
)) لدینا : 2 )r D B=� و( )r C E=�: اذن

( ),
2

CD EB p
º

uuur uuur : وھذا یعني أن( ) ( )BE CD^

مثلث بحیث القیاس الرئیسي للزاویةABC:3تمرین
)الموجھة  ),AB AC

uuur uuur
موجب  .

ACFGو  ABDEالمربعین  ABCننشئ خارج المثلث 
زاویة  و Aالذي مركزه rالدوران نعتبر  

2
p

)حدد )1 )r E   و( )r C2  : بین أن(( ) ( )[ ], , 2CA CE GA GB pº
uuur uuur uuur uuur

)1أجوبة :

لدینا : 
( ) [ ], 2

2

AE AB

AE AB p p

=ì
ï
í

ºïî

uuur uuur
): ومنھ )r E B=�

لدینا : 
( ) [ ], 2

2

AC AG

AC AG p p

=ì
ï
í

ºïî

uuur uuur
)ومنھ :  )r C G=�

)ولدینا:  )r A A=� لأنA: مركز الدورانr
قیاس الزوایاعلى وبما أن الدوران یحافظ �و�و�من )2

)فان : ) ( )[ ], , 2CA CE GA GB pº
uuur uuur uuur uuur

)بحیث : Oمربع مركزه ABCD:4تمرین ) [ ], 2
2

OA OB p
pº

uuur uuur

1نقطتان من المستوى بحیث : Jو Iو 
4

AI AB=
uur uuur  1و

4
BJ BC=
uuur uuur

زاویة  و Oالذي مركزه الدوران rولیكن  
2
p

OIبین أن :  OJ= : وأن( ) ( )OI OJ^

الجواب :
)نبین أن : یكفي أن )r I J=؟؟؟؟

)نضع : )r I I ¢=

لدینا : 
( ) [ ], 2

2

OA OB

OA OB p p

=ì
ï
í

ºïî

uuur uuur

)ومنھ :  )r A B=

1ولدینا : 
4

AI AB=
uur uuur :1اذن

4
BI BC¢ =
uuur uuur� لأن الدوران

یة متجھتینالحفاظ على معامل استقام

أكاديمیة 
الجھة 

الشرقیة

الدورانتمارین محلولة:
المستوى : الأولى باك علوم تجریبیة

الأستاذ:
نجیب 
عثماني
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1ونعلم أن : 
4

BJ BC=
uuur uuur�

BIنستنتج أن : �و�من  BJ¢ =
uuur uuur

Iأي  J¢ )أي = )r I J=

وبالتالي : 
( ) [ ], 2

2

OI OJ

OI OJ p p

=ì
ï
í

ºïî

uur uuur

ومتساوي الساقین فبحیث : Aمثلث قائم الزاویة ABC:5تمرین

( ) [ ], 2
2

AB AC p pº
uuur urوO منتصف القطعة[ ]BC

2بحیث : Dولیكن 
3

AD AB=
uuur uuur ولیكنE2یث : بح

3
CE CA=
uuur uuur

وزاویتھ Oالذي مركزهrباعتبار الدوران 
2
p  بین أن المثلثODE

Oقائم الزاویة ومتساوي الساقین في 
الجواب :

)یكفي أن نبین أن :  )r E D=؟؟؟؟
)نضع : )r E E¢=

لدینا : 
( ) [ ], 2

2

OA OC

OC OA p p

=ì
ï
í

ºïî

uuur uuur
ومنھ : 

( )r C A=�

ولدینا :
( ) [ ], 2

2

OA OB

OA OB p p

=ì
ï
í

ºïî

uuur uuur
ومنھ : 

( )r A B=�

2ولدینا : 
3

CE CA=
uuur uuur� نجد أن �و�و�اذن من:

2
3

AE AB¢ =
uuuur uuurلأن الدوران : یحافظ على معامل استقامیة متجھتین�

2ونعلم أن : 
3

AD AB=
uuur uuur�

AEنستنتج أن : �و�من  AD¢ =
uuuur uuur

Eأي  D¢ )أي = )r E D=

وبالتالي : 
( ) [ ], 2

2

OE OD

OE OD p p

=ì
ï
í

ºïî

uuur uuur
قائم الزاویة ODEأن المثلث  یعني ان :

Oومتساوي الساقین في 
)بحیث : Oمربع  مركزه ABCD:6تمرین ) [ ], 2

2
OA OB p pº
uuur uuur

)و  )D مستقیم یوازي المستقیم( )BD و یقطع( )AD فيM  و

( )AB  فيN

زاویة  و Oالذي مركزه الدوران rولیكن  
2
p

على rبالدوران Nو Mصورتي النقطتین FوEنعتبر النقطتین 
ا لتوالي.

)أرسم الشكل و بین أن : .1 ) ( )EF MN^

)حدد صورة المستقیم .2 )BD بالدورانr
DNأ)بین أن : .3 FA=(بین أن : ب( ) ( )EF ACP

)1الأجوبة :
أنظر الشكل جانبھ

)لدینا :  )r M E=�  و( )r N F=�

نستنتج أن :�و�من 

( ) [ ], 2
2

MN EF p
pº

uuuur uuur
)أي أن :  ) ( )EF MN^

)صورة المستقیم )2 )BD بالدورانr؟؟؟

لدینا : 
( ) [ ]

0 0

0 , 2
2

B C

B OC p p

=ì
ï
í

ºïî

uur uuur
)اذن :  )r B C=�

ولدینا : 
( ) [ ]

0 0

, 2
2

D A

OD OA p p

=ì
ï
í

ºïî

uuur uuur
)اذن :  )r D A=�

)نستنتج أن: �و�من  )( ) ( )r BD AC=

DNأ))3 FA=؟؟؟
)ولدینا : )r D A=�  و( )r N F=�

DNاذن :   FA=لأن : الدوران یحافظ على المسافة
)بین أن : ب)ن ) ( )EF ACP:

)لدینا : ) ( )MN BDP: حسب المعطیات و لدینا
)و )( ) ( )r BD AC= و( )( ) ( )r MN EF=

)وبما أن : الدوران یحافظ على التوازي فان : ) ( )EF ACP

تمارین للبحث
)مربع بحیث : ABCD:1تمرین ) [ ], 2

2
AB AD p pº
uuur uuur

)و Aالذي مركزه rحدد زاویة الدوران .1 )r D B=

)و Cالذي مركزه ¢rحدد زاویة الدوران .2 )r D B¢ =

)مثلث متساوي الأضلاع بحیث :ABC:2تمرین ) [ ], 2
3

AB AC p pº-
uuur uuur

Cإلى Aو یحول Bالذي مركزه 1rحدد زاویة الدوران .1
.Cإلى BوBإلى Aالذي یحول 2rحدد مركز و زاویة  الدوران .2

)مربع بحیث : ADEF:3تمرین ) [ ], 2
2

AD AF p pº
uuur uuur

متساوي الأضلاع CEDننشئ خارجھ المثلث
متساوي الأضلاعBEFو داخلھ المثلث

زاویة  و Eالذي مركزه rالدوران نعتبر  .1
3
p

)بین أن :  )r F B=   و( )r D C=

)النقطة بحیث :   1Aلتكن .2 )1r A A=

a(  1بین أن المثلثAEA  متساوي الأضلاع
b(   : 1بین أن النقطA وD  وFمستقیمیة
c(   : استنتج  أن النقطA وB  وCمستقیمیة
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)المعرفة كالتالي :  fنعتبر الدالة :1تمرین ) 25f x x=

0عند fباستعمال التعریف أدرس اشتقاق الدالة  1x =

)الجواب : ) ( ) ( )22

1 1 1

5 11 5 5lim lim lim
1 1 1x x x

xf x f x
x x x® ® ®

-- -
= =

- - -
( ) ( )( ) ( )

2 2

1 1 1

5 1 5 1 1
lim lim lim5 1 5 2 10

1 1x x x

x x x
x

x x® ® ®

- - +
= = = + = ´ =

- -
0قابلة للاشتقاق عند :fومنھ  1x =

( ) ( ) ( )
1

1
lim 10 1

1x

f x f
f

x®

-
¢= =

-
0وھو العدد المشتق عند  1x =

)المعرفة كالتالي :   fلة نعتبر الدا:2تمرین ) 2 2 1f x x x= - +

0قابلة للاشتقاق عند fباستعمال التعریف بین أن  الدالة .1 2x = .
0عند fحدد معادلة المماس للمنحنى الممثل للدالة .2 2x =.

))1الأجوبة : ) 22 2 2 2 1 1f = - ´ + =

( ) ( ) 2 2

2 2 2

2 2 1 1 2lim lim lim
2 2 2x x x

f x f x x x x
x x x® ® ®

- - + - -
= =

- - -
( )

2 2

2
lim lim 2

2x x

x x
x

x® ®

-
= = =

-
0قابلة للاشتقاق عند :fومنھ  1x =

( )2 2f 0وھو العدد المشتق عند =¢ 2x =

2(( ) ( ) ( )0 0 0y f x f x x x¢= + -

( ) ( ) ( )( )2 3 1 2 2 2 2 2y x y x y f f x¢= - Û = + - Û = + -

)المعرفة كالتالي :   fنعتبر الدالة :3تمرین ) 3f x x x= +

)أحسب .1 ) ( )
0

0
lim

0x

f x f
x+®

-
-

0عند على الیمینfقابلیة  اشتقاق الدالة (  0x =(

)أحسب .2 ) ( )
0

0
lim

0x

f x f
x-®

-
-

0على الیسارعندfقابلیة  اشتقاق الدالة (  0x =(

0قابلة  للاشتقاق عند fھل  الدالة .3 0x ؟=
على الیمین عند fمماس المنحنى الممثل للدالة حدد معادلة لنصف  .4

0 0x =.
على الیسار عند fمماس المنحنى الممثل للدالة حدد معادلة لنصف  .5

0 0x =.

)كیف نسمي النقطة .6 )( )0, 0A f؟

))1الأجوبة : )
( )

3

3

; 0

; 0

f x x x x

f x x x x

ì = + ³ï
í

= - £ïî

)و  ) 30 0 0 0f = + =

( ) ( ) ( )23
2

0 0 0 0

10 0lim lim lim lim 1 1
0 0x x x x

x xf x f x x x
x x x+ + + +® ® ® ®

+- + -
= = = + =

- -

0على الیمین عند قابلة للاشتقاق fومنھ  0x )و = )1 0df ¢=

0وھو العدد المشتق على الیمین عند  0x =

2(( ) ( ) ( )23
2

0 0 0 0

10 0lim lim lim lim 1 1
0 0x x x x

x xf x f x x x
x x x- + + +® ® ® ®

-- - -
= = = - = -

- -

0على الیسار عند قابلة للاشتقاق fومنھ  0x )و = )1 0gf ¢- =

0وھو العدد المشتق على الیسار عند  0x =
3(
f 0عند سارعلى الیوعلى الیمین قابلة للاشتقاق 0x =

)ولكن :  ) ( )0 0d gf f¢ ¢¹

0عند غیر قابلة للاشتقاق fومنھ :  0x =
0على الیمین عند fمماس منحنى الدالة معادلة لنصف  )4 0x =.

( ) ( ) ( )0 0 0dy f x f x x x¢= + -

( ) ( ) ( ) ( )( ): 0 1 0 0 0 0d dy x y x y f f x¢D = Û = + - Û = + -

0على الیسار عند fمماس منحنى الدالة معادلة لنصف  )5 0x =.

( ) ( )( )0 0 0gy f x f x x x¢= + -

( ) ( ) ( ) ( )( ): 0 1 0 0 0 0g gy x y x y f f x¢D = - Û = - - Û = + -

)لدینا )6 ) ( )0 0d gf f¢ )النقطة : ¢¹ )( )0; 0A fتسمى نقطة مزواة

)المعرفة كالتالي :   fنعتبر الدالة :4تمرین ) 2 1f x x= -

0على الیمین عند fأدرس قابلیة  اشتقاق الدالة .1 1x =
0على الیسار عند fأدرس قابلیة  اشتقاق الدالة .2 1x =
0قابلة  للاشتقاق عند fھل  الدالة .3 1x ؟=
0على الیمین عند fمماس منحنى الدالة حدد معادلة لنصف .4 1x =.
0على الیسار عند fمماس منحنى الدالةحدد معادلة لنصف  .5 1x =.
)كیف نسمي النقطة .6 )( )1, 1A f؟

)الأجوبة : ) 2 1f x x= ة :ندرس اشار-
2 1x -:( )( ) 21 1 1 1 0 1 0x أو x x x x=- = Û - + = Û - =

)ومنھ :  ) ] ] [ [
( ) ( ) [ ]

2

2

1; ; 1 1;

1 ; 1;1

f x x x

f x x x

ì = - Î -¥ - È +¥ï
í

= - - Î -ïî

)و  ) 21 1 1 0f = - =

1(( ) ( ) ( )( )2

1 1 0 1

1 1 11 0lim lim lim lim 1 2
1 1 1x x x x

f x f x xx x
x x x+ + + +® ® ® ®

- - +- -
= = = + =

- - -

0على الیمین عند قابلة للاشتقاق fومنھ  1x )و = )2 1df ¢=

0وھو العدد المشتق على الیمین عند  1x =

2(( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2

1 1 1 1

1 01 1 1
lim lim lim lim 1 2

1 1 1x x x x

xf x f x x
x

x x x- - - -® ® ® ®

- - -- - - +
= = = - + =-

- - -

0على الیسار عند قابلة للاشتقاق fومنھ  1x )و = )2 1df ¢- =

0ند وھو العدد المشتق على الیسار ع 1x =
3(

أكاديمیة 
الجھة 

الشرقیة

الاشتقاقتمارین محلولة:
المستوى : الأولى باك علوم تجریبیة

الأستاذ:
نجیب 
عثماني
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f 0عند على الیساروعلى الیمین قابلة للاشتقاق 1x =
)ولكن :  ) ( )1 1d gf f¢ ¢¹

0عند غیر قابلة للاشتقاق fومنھ :  1x =
0على الیمین عند fمماس منحنى الدالة لنصف  معادلة)4 1x =.

( ) ( ) ( )0 0 0dy f x f x x x¢= + -

( ) ( ) ( ) ( )( ): 2 4 0 2 2 1 1 1d dy x y x y f f x¢D = - Û = + - Û = + -

0على الیسار عند fمماس منحنى الدالة معادلة لنصف  )5 0x =.

( ) ( )( )0 0 0gy f x f x x x¢= + -

( ) ( ) ( ) ( ) ( ): 2 2 0 2 1 1 1 1g gy x y x y f f x¢D = - + Û = - - Û = + -

)لدینا )6 ) ( )1 1d gf f¢ )النقطة : ¢¹ )( )1; 1A fتسمى نقطة مزواة

في كل حالة من الحالات التالیة : fحدد الدالة المشتقة للدالة :5تمرین
1(( ) 2f x =2(( ) 3 5f x x= -3(( ) 10f x x=

4 (( ) 3 214 1
2

f x x x= - -5 (( ) 5f x
x

=6(( ) 6 4f x x= -

7 (( ) 46 cos 3sinf x x x x= - +8 (( ) ( )cos 7 2f x x= +

9 (( ) ( )4 sin 5 4
5

f x x= +10(( ) 3tan 1f x x= -

11 (( ) cosf x x x=12 (( ) 1
2 1

f x
x

=
+

13(( ) 3 1
2

xf x
x
-=
+

14(( ) ( )33 4f x x= +15 (( ) 2 1f x x= +

))1أجوبة : ) ( )2 0f x ¢¢ = =2(( ) ( )3 5 3f x x ¢¢ = - =

3(( ) ( )10 10 1 910 10f x x x x-¢¢ = = =

4(( ) 3 2 3 1 21 14 1 4 3 2 0 12
2 2

f x x x x x x x-
¢æ ö¢ = - - = ´ - ´ - = -ç ÷

è ø

5(( ) 2 2
5 1 1 55 5f x
x x x x

¢ ¢ -æ ö æ ö æ ö¢ = = ´ = ´ - =ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø

6   (( ) ( ) 1 3 36 4 6 0
2

xf x x
xx x

¢¢ = - = ´ - = =

7 (

( ) ( )4 3 36 cos 3sin 6 4 sin 3cos 24 sin 3cosf x x x x x x x x x x¢¢ = - + = ´ + + = + +

8 (( ) ( ) ( )cos 7 2 7 sin 7 2f x x x¢¢ = + = - ´ +

9 (( ) ( ) ( ) ( )4 4sin 5 4 5 cos 5 4 4 cos 5 4
5 5

f x x x x¢¢ = + = ´ + = ´ +

10(( ) ( ) ( ) ( )2 23 tan 1 3 1 tan 0 3 1 tanf x x x x¢¢ = - = ´ + - = ´ +

)الیة : ) نستعمل القاعدة الت11 )u v u v u v¢ ¢ ¢´ = ´ + ´

( ) ( )cos cos cos 1 cos sin cos sinf x x x x x x x x x x x x x¢ ¢ ¢¢ = ´ = ´ + ´ = ´ - ´ = -

) نستعمل القاعدة التالیة : 12
2

1 u
u u

¢ ¢æ ö = -ç ÷
è ø

( ) ( )
( ) ( )2 2

2 11 2
2 1 2 1 2 1

x
f x

x x x

¢¢ +æ ö¢ = = - = -ç ÷+è ø + +

13(( ) 3 1
2

xf x
x
-=
+

نستعمل القاعدة التالیة : 
2

u u v uv
v v

¢ ¢ ¢-æ ö =ç ÷
è ø

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )
( ) ( )2 2 2

3 1 2 3 1 2 3 2 1 3 13 1 7
2 2 2 2

x x x x x xxf x
x x x x

¢ ¢¢ - + - - + + - ´ --æ ö¢ = = = =ç ÷+è ø + + +

14(( ) ( )33 4f x x= )نستعمل القاعدة التالیة : + ) 1n nu nu u-¢ ¢= ´

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 1 3 1 23 4 3 3 4 3 4 3 3 3 4 9 3 4f x x x x x x- -¢ ¢¢ = + = ´ + ´ + = ´ ´ + = +

)نستعمل القاعدة التالیة : )15 )
2
uu

u

¢¢ =

( ) ( ) ( )2
2

2 2 2

1 21
2 1 2 1 1

x x xf x x
x x x

¢+¢
¢ = + = = =

+ + +

في كل حالة من اfحدد الدالة المشتقة للدالة :6تمرین
لحالات التالیة : 

1   (( ) 11f x =2 (( ) 7 15f x x= +3  (( ) 32f x x=

4  (( ) 4 314 1
3

f x x x x= - - +5 (( ) 5 41 1 4 6
5 4

f x x x x= - - -

6 (( ) 3f x
x

=7 (( ) 4 1f x x= -8(( ) cos2 3sin3f x x x= +

9 (( ) ( )( )23 2 7 1f x x x= + +10 (( ) 1
5 7

f x
x

=
+

11 (( ) 2 8f x x x= +12(( ) 3

7
1

xf x
x

=
+

13(( ) 1
sin

f x
x

=

14(( ) 4 3
2 1
xf x
x
-=
-

15(( ) ( )72 1f x x= -

))1أجوبة : ) ( )11 0f x ¢¢ = =2(( ) ( )7 15 7f x x ¢¢ = + =

3(( ) ( )3 3 1 22 2 3 6f x x x x-¢¢ = = ´ =

4(( ) 4 3 4 1 2 3 21 14 1 4 4 3 1 0 16 1
3 3

f x x x x x x x x-
¢æ ö¢ = - - + = ´ - ´ - + = - -ç ÷

è ø

5(( ) 5 4 5 1 3 4 31 1 1 14 6 5 4 4 0 4
5 4 5 4

f x x x x x x x x-
¢æ ö¢ = - - - = ´ - ´ - + = - -ç ÷

è ø

6(( ) 2 2
3 1 1 33 3f x
x x x x

¢ ¢ -æ ö æ ö æ ö¢ = = ´ = ´ - =ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø

7   (( ) ( ) 1 2 24 1 4 0
2

xf x x
xx x

¢¢ = - = ´ - = =

8 (( ) ( )cos2 3sin3 2sin2 3 3cos3 2sin2 9cos3f x x x x x x x¢¢ = + =- + ´ =- +

9 (( ) ( ) ( )23 2 7 1f x x x= + +

)نستعمل القاعدة التالیة :  )u v u v u v¢ ¢ ¢´ = ´ + ´

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 23 2 7 1 3 2 7 1 3 2 7 1f x x x x x x x¢ ¢ ¢¢ = + ´ + = + ´ + + + ´ +

( ) ( ) ( )2 2 2 26 7 1 7 3 2 42 6 21 14 63 6 14f x x x x x x x x x¢ = ´ + + + = + + + = + +

) نستعمل القاعدة التالیة : 10
2

1 u
u u

¢ ¢æ ö = -ç ÷
è ø

( ) ( )
( ) ( )2 2

5 71 5
5 7 5 7 5 7

x
f x

x x x

¢¢ +æ ö¢ = = - = -ç ÷+è ø + +

11  (( ) 2 8f x x x= )نستعمل القاعدة التالیة : + )
2
uu

u

¢¢ =

12(( ) 3

7
1

xf x
x

=
+

نستعمل القاعدة التالیة : 
2

u u v uv
v v

¢ ¢ ¢-æ ö =ç ÷
è ø

( ) ( ) ( )2
2

2 2 2

8 2 8 48
2 8 2 8 8

x x x xf x x x
x x x x x x

¢+¢ + +¢ = + = = =
+ + +
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( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

3 3 3 2

2 23 3 3

7 1 7 1 7 1 7 37
1 1 1

x x x x x x xxf x
x x x

¢¢¢ + - + + - ´æ ö¢ = = =ç ÷+è ø + +

( )
( ) ( )
3 3 3

2 23 3

7 7 21 7 14

1 1

x x xf x
x x

+ - -¢ = =
+ +

13(( ) 1
sin

f x
x

نستعمل القاعدة التالیة : =
2

1 u
u u

¢ ¢æ ö =-ç ÷
è ø

( ) ( )
( ) ( )2 2

sin1 cos
sin sin sin

x xf x
x x x

¢¢ ¢æ ö¢ = =- =-ç ÷
è ø

14 (( ) 4 3
2 1
xf x
x
-=
-

عمل القاعدة التالیة : نست
2

u uv uv
v v

¢ ¢ ¢-æ ö =ç ÷
è ø

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )2 2

4 3 2 1 4 3 2 1 4 2 1 2 4 34 3
2 1 2 1 2 1

x x x x x xxf x
x x x

¢ ¢¢ - - - - - - - ´ --æ ö¢ = = =ç ÷-è ø - -

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )2 2 2

4 2 1 2 4 3 8 4 8 6 2
2 1 2 1 2 1

x x x xf x
x x x

- - ´ - - - +¢ = = =
- - -

15(( ) ( )72 1f x x= )نستعمل القاعدة التالیة : - ) 1n nu nu u-¢ ¢= ´

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )7 7 1 62 1 7 2 1 2 1 14 2 1f x x x x x-¢ ¢¢ = - = ´ - ´ - = -

)المعرفة كالتالي :   fنعتبر الدالة :7تمرین ) 3 25 4 2f x x x x= - + -
أحسب المشتقة الأولى و الثانیة و الثالثة 

)الجواب: ) ( )3 2 2 1 25 4 2 3 5 2 4 0 3 10 4f x x x x x x x x¢¢ = - + - = - ´ + - = - +

( ) ( )23 10 4 6 10f x x x x¢¢¢ = - + = )و  - ) ( )6 10 6f x x ¢¢¢¢ = - =

)المعرفة كالتالي :fنعتبر الدالة :8تمرین ) 2 2 2f x x x= + -

fDعند محدات f) أحسب نھایات fD2حدد)1

f) حدد جدول تغیرات 4) أدرس تغیرات 3
fDحدودیة اذن  fالدالة )1:الجواب = ¡

2(( ) 2 2lim lim 2 2 lim
x x x

f x x x x
®-¥ ®-¥ ®-¥

= + - = = +¥

( ) 2 2lim lim 2 2 lim
x x x

f x x x x
®+¥ ®+¥ ®+¥

= + - = = +¥

3(( ) ( )2 2 2 2 2f x x x x¢¢ = + - = +:x" Î¡

( ) 0f x¢ 2یعني = 2 0x + 1xیعني = = -
)ندرس اشارة :  )f x¢

]اذا كانت:· [1;xÎ - )فان : ¥+ ) 0f x¢ تزایدیھfومنھ ³

[اذا كانت:· ]; 1xÎ -¥ )فان : - ) 0f x¢ تناقصیةfومنھ £
)نلخص النتائج في جدول یسمى جدول التغیرات :4

)المعرفة كالتالي :fحدد مطاریف الدالة:9تمرین ) 2 6 1f x x x= - +

fDالجواب : = )و   ¡ ) ( )2 6 1 2 6f x x x x¢¢ = - + = -

( ) 0f x¢ 2یعني = 6 0x- 3xیعني = =

)ارة : ندرس اش )f x¢ونحدد جدول التغیرات

f )و  تتغیر إشارتھا اذن3تنعدم في ¢ )3 8f = مطراف -
fوبالضبط قیمة دنیا للدالة fللدالة 
)المعرفة كالتالي :fنعتبر الدالة :10تمرین ) 22 1f x x x= + +

fDعند محدات f) أحسب نھایات fD2حدد )1

fرات ) حدد جدول تغی4أدرس اشارتھا وfأحسب مشتقة الدالة)3

0في النقطة الذي أفصولھاf)حدد معادلة لمماس منحى الدالة 5 1x =

))حدد نقط تقاطع 6 )fCمع محوري المعلم

ان وجدتf)حدد مطاریف الدالة7
)رسم) أ8 )fCفي معلم متعامد ممنظم

):الأجوبة ) 22 1f x x x= + +

fDحدودیة اذن  fالدالة )1 = ¡

2(( ) 2 2lim lim 2 1 lim 2
x x x

f x x x x
®-¥ ®-¥ ®-¥

= + + = = +¥

( ) 2 2lim lim 2 1 lim 2
x x x

f x x x x
®+¥ ®+¥ ®+¥

= + + = = +¥

3(( ) ( )22 1 4 1f x x x x¢¢ = + + = +:x" Î¡

( ) 0f x¢ 4یعني = 1 0x + 1یعني =
4

x = -

)ندرس اشارة :  )f x¢

) جدول التغیرات :4

5(( ) ( )( )0 0 0y f x f x x x¢= + -

( ) ( ) ( )( )5 21 4 5 5 1 1 1y x y x y f f x¢= - Û = + - Û = + -

)لأن :  )1 4f )و  = )1 5f ¢ =

))أ)نقط تقاطع)6 )fCالمنحنى الممثل للدالةfمع محور
)الأفاصیلنحل فقط المعادلة : ) 0f x 22یعني = 1 0x x+ + =

نحل المعادلة باستعمال الممیز
2a 1bو  = 1cو  = =

( )22 4 1 4 1 2 7 0b acD= - = - ´ ´ =- <

ومنھ ھذه المعادلة لیس لھا حل: وبالتلي التمثیل المبیاني 
لا یقطع محور الأفاصیل

)ب)نقط تقاطع )fCالمنحنى الممثل للدالةfمع محور الأراتیب
)نحسب فقط : )0f
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( )0 1f )ومنھ نقطة التقاطع ھي: = )0;1A

7)الدالة   تقبل قیمة دنیا ھي : 7
8

fC)رسم: 8

)المعرفة كالتالي :fنعتبر الدالة :11تمرین ) 2 4 3f x x x= + +
fDعند محدات f) أحسب نھایات fD2حدد )1

f) حدد جدول تغیرات 4أدرس اشارتھا وfأحسب مشتقة الدالة)3
0في النقطة الذي أفصولھاfدلة لمماس منحى الدالة )حدد معا5 1x = -
))حدد نقط تقاطع 6 )fCمع محوري المعلم

ان وجدتf)حدد مطاریف الدالة7

))أرسم 8 )fCثل للدالةالمنحنى الممf و المستقیم( )D الذي

)معادلتھ ) : 3D y )في معلم متعامد ممنظم= ); ;o i j
r r

.

))حدد نقط تقاطع9 )fC و( )D.

2المتراجحةR)حل مبیانیا في10 4 0x x+ ³.
):الأجوبة ) 2 4 3f x x x= + +

fDحدودیة اذن  fالدالة )1 = ¡

2(( ) 2 2lim lim 4 3 lim
x x x

f x x x x
®+¥ ®+¥ ®+¥

= + + = = +¥

( ) 2 2lim lim 4 3 lim
x x x

f x x x x
®-¥ ®-¥ ®-¥

= + + = = +¥

3(( ) ( )2 4 3 2 4f x x x x¢¢ = + + = +:x" Î¡

( ) 0f x¢ 2یعني = 4 0x + 2xیعني = = -

)ندرس اشارة :  )f x¢

]اذا كانت: [2;xÎ - )فان : ¥+ ) 0f x¢ تزایدیھfومنھ ³

[اذا كانت: ]; 2xÎ -¥ )فان : - ) 0f x¢ تناقصیةfومنھ £
)نلخص النتائج في جدول یسمى جدول التغیرات :4

5(( ) ( )( )0 0 0y f x f x x x¢= + -0 1x = -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 1 1 1 1y x y x y f f x¢= + Û = + Û = - + - +

): لأن  )1 0f )و  = )1 2f ¢ =

تحدید نقط التقاطع مع محور الأفاصیل)أ)6
)نحل المعادلة : ) 0f x 2یعني = 4 3 0x x+ + =

نحل المعادلة باستعمال الممیز
1a 4bو  = 3cو  = =

( ) ( )2 22 4 4 4 3 1 16 12 4 2 0b acD = - = - ´ ´ = - = = >
0Dبما أن f :فان ھذه المعادلة تقبل حلین ھما

1 2
bx

a
- + D

2و  = 2
bx

a
- - D

=

1
4 4 4 2 1
2 1 2 1

x - + - +
= = =-

´ ´
2و  

4 4 4 2 3
2 1 2 1

x - - - -
= = =-

´ ´

)ومنھ نقط التقاطع ھم : )1;0A )و - )3;0B -
)ب)نقط تقاطع )fCالمنحنى الممثل للدالةfمع محور الأراتیب
)نحسب فقط : )0f

( )0 3f )ومنھ نقطة التقاطع ھي: = )0;3C

-1)الدالة   تقبل قیمة دنیا ھي : 7
))رسم 8 )fCالمنحنى الممثل للدالةf و المستقیم( ) : 3D y =

)) تحدید نقط تقاطع9 )fC و( )D.

)نحل المعادلة : )f x y= 2یعني 4 3 3x x+ + =
2یعني  4 0x x+ )یعني = )4 0x x + 0xیعني = 4أو = 0x + =

0xیعني  4xأو = = -

)ومنھ نقط التقاطع ھم : )0;3E و( )4;3F -

10(Û 2 4 3 3x x+ + ³ Û 2 4 0x x+ ³
Û( )f x y³Û منحنى الدالة( )fC

)یوجد فوق المستقیم  )D

]ومنھ :  ]4;0S = -

210-1/4-12-
11417/827

10-1-2-3-4x
830-103f(x)
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)دالة معرفة ب:fلتكن: 12تمرین ) 2 2 3f x x x= - + +  .
fحدد مجموعة تعریف الدالة)1
)أحسب النھایات التالیة : )2 )lim

x
f x

®+¥
)و     )lim

x
f x

®-¥

وأدرس اشارتھاfأحسب مشتقة الدالة )3
.  fحدد جدول تغیرات الدالة)4
)حدد نقط تقاطع)5 )fCالمنحنى الممثل للدالةf.مع محور الأفاصیل

)حدد نقط تقاطع)6 )fCالمنحنى الممثل للدالةf.مع محور الأراتیب
0في النقطة الذي أفصولھاfحدد معادلة لمماس منحى الدالة )7 2x =

)أرسم )8 )fCالمنحنى الممثل للدالةf

الأجوبة :
fDحدودیة اذن  fالدالة )1 = ¡

2(( ) 2 2lim lim 2 3 lim
x x x

f x x x x
®+¥ ®+¥ ®+¥

= - + + = - = -¥

( ) 2 2lim lim 2 3 lim
x x x

f x x x x
®-¥ ®-¥ ®-¥

= - + + = - = -¥

3(( ) ( )2 2 3 2 2f x x x x¢¢ = - + + = - +:x" Î¡

( ) 0f x¢ 2یعني = 2 0x- + 1xیعني = =
)ندرس اشارة :  )f x¢

]اذا كانت:· [1;xÎ )فان : ¥+ ) 0f x¢ تناقصیةfومنھ £

[اذا كانت:· ];1xÎ )فان : ¥- ) 0f x¢ تزایدیھfومنھ ³
)نلخص النتائج في جدول یسمى جدول التغیرات :4

5(
تحدید نقط التقاطع مع محور الأفاصیل نحل المعادلة :

( ) 0f x 2یعني = 2 3 0x x- + + =

نحل المعادلة باستعمال الممیز
1a = 2bو  - 3cو  = =

( ) ( ) ( )2 22 4 2 4 3 1 16 4 0b acD= - = - ´ ´ - = = >
0Dبما أن f :فان ھذه المعادلة تقبل حلین ھما

1 2
bx

a
- + D

2و  = 2
bx

a
- - D

=

( )
1

2 16
1

2
x

- +
= =-

-
2و  

2 16 3
2

x - -
= =

-

)ومنھ نقط التقاطع ھم : )1;0A )و - )3;0B
))نقط تقاطع6 )fCالمنحنى الممثل للدالةfمع محور الأراتیب

)نحسب فقط : )0f

( )0 3f )ومنھ نقطة التقاطع ھي: = )0;3C
7(( ) ( )( )0 0 0y f x f x x x¢= + -0 2x =

( ) ( ) ( )( )2 7 3 2 2 2 2 2y x y x y f f x¢= - + Û = - - Û = + -

)لأن :  )2 3f )و  = )2 2f ¢ = -

fC)رسم: 8

المعرفتین كالتالي :     gو fنعتبر الدالتین : 13تمرین
( )

( )

2 2 ; 1
2 5; 1

f x x x x

f x x
x

ì = + £
ï
í

= - + >ïî

)و    ) ( )1g x x x= -

0دعلى الیمین  وعلى الیسار عنf)أدرس قابلیة  اشتقاق الدالة 1 1x =
لاشتقاق ؟قابلة  لf)ھل  الدالة 2
0عند g)أدرس قابلیة  اشتقاق الدالة 3 0x =

)الجواب : )

( )

2 2 ; 1
2 5; 1

f x x x x

f x x
x

ì = + £
ï
í

= - + >ïî

)و  ) 21 1 2 1 3f = + ´ =

1(( ) ( )
1 1 1 1

4 4 4 25 3 21
lim lim lim lim

1 1 1 1x x x x

x
f x f x x x

x x x x+ + + +® ® ® ®

- +
- + - - +-

= = =
- - - -

1 1

4 2 1 4 2 1lim lim
1 1x x

x x
x x x x+ +® ®

- + - +
= ´ = ´ = -¥

- -
0على الیمین عند غیر قابلة للاشتقاق fومنھ  1x =

( ) ( ) 2

1 1

0 2 3lim lim
1 1x x

f x f x x
x x- +® ®

- + -
=

- -
0نحصل عن شكل غ محدد من قبیل :

0
نتخلص من ال ش غ م مثلا بالتعمیل  ثم بالاختزال:

2جذرللحدودیة 1نلاحظ أن :  2 3x x+ -
1xاذن : ھي تقبل القسمة على : -

)یة القسمة الاقلیدیة نجد أن :وباستعمال تقن ) ( )2 2 3 3 1x x x x+ - = + -
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1

0 3 1
lim lim lim 3 4

1 1x x x

f x f x x
x

x x- - -® ® ®

- + -
= = + =

- -
0على الیسار عند قابلة للاشتقاق fومنھ  1x )و = )4 1gf ¢=

2(f یمین على الغیر قابلة للاشتقاق
0عند غیر قابلة للاشتقاق fومنھ :  1x =

43210-1-2x
-503430-5f(x)
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3(( ) ( )1g x x x= )و - )0 0g =( ) ( )
( ) ( )

1 ; 0

1 ; 0

g x x x x

g x x x x

= - ³ìï
í

= - - £ïî
( ) ( ) ( )

0 0 0

0 1 0
lim lim lim 1 1

0 0x x x

f x f x x
x

x x+ + +® ® ®

- - -
= = - = -

- -

0على الیمین عند قابلة للاشتقاق gومنھ  0x )و = )1 0df ¢- =
( ) ( ) ( )

0 0 0

0 1 0
lim lim lim 1 1

0 0x x x

f x f x x
x

x x- - -® ® ®

- - - -
= = - + =

- -
0على الیسار عند قابلة للاشتقاق gومنھ  0x )و = )1 0gg¢- =

g 0عند على الیساروعلى الیمین قابلة للاشتقاق 0x =
)ولكن :  ) ( )0 0d gg g¢ ¢¹

0عند غیر قابلة للاشتقاق gومنھ :  0x =

)دالة معرفة ب:fلتكن: 14تمرین ) 22 2 3f x x x= - -  .
fحدد مجموعة تعریف الدالة)1
)أحسب النھایات التالیة : )2 )lim

x
f x

®+¥
)و     )lim

x
f x

®-¥

وأدرس اشارتھاfأحسب مشتقة الدالة )3
.  fحدد جدول تغیرات الدالة)4
)حدد نقط تقاطع)5 )fCالمنحنى الممثل للدالةf.مع محور الأفاصیل

)حدد نقط تقاطع)6 )fCالمنحنى الممثل للدالةfمع محور الأراتیب.
0في النقطة الذي أفصولھاfحدد معادلة لمماس منحى الدالة )7 3x = -

)أرسم )8 )fCالمنحنى الممثل للدالةf

fDحدودیة اذن  fالدالة )1الأجوبة : = ¡

2(( ) 2 2lim lim 2 2 3 lim 2
x x x

f x x x x
®+¥ ®+¥ ®+¥

= - - = = +¥

( ) 2 2lim lim 2 2 3 lim 2
x x x

f x x x x
®-¥ ®-¥ ®-¥

= - - = = +¥

3(( ) ( )22 2 3 4 2f x x x x¢¢ = - - = -:x" Î¡

( ) 0f x¢ 4یعني = 2 0x- 1یعني =
2

x =

)ندرس اشارة :  )f x¢

1اذا كانت: ;
2

x é éÎ +¥ê êë ë
)فان :  ) 0f x¢ تزایدیھfومنھ ³

;1اذا كانت:
2

x ù ùÎ -¥ú úû û
)فان :  ) 0f x¢ تناقصیةfومنھ £

)نلخص النتائج في جدول یسمى جدول التغیرات :4

تحدید نقط التقاطع مع محور الأفاصیل)5
)نحل المعادلة : ) 0f x 22یعني = 2 3 0x x- - =

نحل المعادلة باستعمال الممیز
2a 2bو  = = 3cو  - = -

( ) ( )22 4 2 4 2 3 4 24 28 0b acD = - = - - ´ ´ - = + = >
0Dبما أن f :فان ھذه المعادلة تقبل حلین ھما

1 2
bx

a
- + D

2و = 2
bx

a
- - D

=

1
2 28 2 4 7 2 2 7 1 7

2 2 2 2 2 2 2
x + + ´ + +
= = = =

´ ´ ´
2و  

1 7
2

x -
=

1ومنھ نقط التقاطع ھم : 7 ;0
2

A
æ ö+
ç ÷ç ÷
è ø

1و  7 ;0
2

B
æ ö-
ç ÷ç ÷
è ø

))نقط تقاطع6 )fCالمنحنى الممثل للدالةfمع محور الأراتیب
)نحسب فقط : )0f

( )0 3f = )ومنھ نقطة التقاطع ھي: - )0; 3C -

7(( ) ( )( )0 0 0y f x f x x x¢= + -0 3x = -

( ) ( )( )3 3 3y f f x¢= - + - +

( )14 21 21 14 3y x y x= - + Û = - +

)لأن :  )3 21f - )و  = )3 14f ¢ - = -

)رسم )8 )fCالمنحنى الممثل للدالةf

16حل المعادلة التفاضلیة التالیة: : 15تمرین 0y y¢¢+ =
24الجواب: 0 16 0y y y y¢¢ ¢¢+ = Û + = :

16ومنھ الحل العام للمعادلة التفاضلیة 0y y¢¢+ =
المعرفة كما یلي : yھو مجموعة الدوال 

: cos 4 sin 4y x x xa b® aحیث + ÎR وb ÎR
4) 1حل المعادلات التفاضلیة التالیة: : 16تمرین 0y y¢¢ + =

2(8 0y y¢¢ + =3 (0y y¢¢ + =4(9 16 0y y¢¢ + =
22)1الجواب: 0 4 0y y y y¢¢ ¢¢+ = Û + = :

4ومنھ الحل العام للمعادلة التفاضلیة 0y y¢¢+ =
المعرفة كما یلي :  yھو مجموعة الدوال 

: cos 2 sin 2y x x xa b® aحیث + ÎR وb ÎR

3211/20-1-2x
91-3-7/2-319f(x)
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2 (( )2
2 2 0 8 0y y y y¢¢ ¢¢+ = Û + = :

8ومنھ الحل العام للمعادلة التفاضلیة 0y y¢¢+ =
:المعرفة كما یلي : yھو مجموعة الدوال  cos2 2 sin2 2y x x xa b® +

aیث ح ÎR وb ÎR
3 (20 1 0y y y y¢¢ ¢¢+ = Û + = :

0yومنھ الحل العام للمعادلة التفاضلیة y¢¢+ =
:المعرفة كما یلي :   yھو مجموعة الدوال  cos1 sin1y x x xa b® +

aحیث  ÎR وb ÎR

4 (
24 160 0 9 16 0

3 9
y y y y y yæ ö¢¢ ¢¢ ¢¢+ = Û + = Û + =ç ÷è ø

 :

8ومنھ الحل العام للمعادلة التفاضلیة 0y y¢¢+ =

4المعرفة كما یلي :   yھو مجموعة الدوال  4: cos sin
3 3

y x x xa b® +

aحیث  ÎR وb ÎR

ملخص لمشتقة بعض الدوال
وللعملیات على الدوال المشتقة

الدالة المشتقة الدالة f ¢

( ) tanf x x=( ) 2
2

1 1 tan
cos

f x x
x

¢ = = +

( )f x u v= +( )f x u v¢ ¢ ¢= +

( )f x u v= -( )f x u v¢ ¢ ¢= -

( ) .f x k u=( ) .f x k u¢ ¢=

( )f x u v= ´( )f x u v u v¢ ¢ ¢= ´ + ´

( ) nf x u=( ) nf x nu u¢ ¢= ´

( ) 1f x
u

=( ) 2

uf x
u
¢

¢ = -

( ) uf x
v

=( ) 2

u v u vf x
v

¢ ¢´ - ´¢ =

( )f x u=( )
2
uf x

u
¢

¢ =

الة المشتقة الدلدالة f ¢

( )f x k=( ) 0f x¢ =

( )f x x=( ) 1f x¢ =

( )f x ax=( )f x a¢ =

( )f x ax b= +( )f x a¢ =

( ) nxxf =( ) 1nf x nx -¢ = n *ÎZ

( ) 1f x
x

=( ) 2

1f x
x

¢ = -

( )f x x=( ) 1
2

f x
x

¢ =

( ) xxf cos=( ) sinf x x¢ = -

( ) xxf sin=( ) cosf x x¢ =

( ) ( )baxxf += cos( ) ( )sinf x a ax b¢ = - +

( ) ( )baxxf += sin( ) ( )cosf x a ax b¢ = +

( ) tanf x x=( ) 2
2

1 1 tan
cos

f x x
x

¢ = = +

« c’est en forgeant que l’on devient
forgeron » dit un proverbe.

c’est en s’entraînant régulièrement
aux calculs et exercices que l’on

devient un mathématicien
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أربع نقط غیر مستقیمیة Dو Cو Bو  Aلتكن :1تمرین
MAبین  أنھ ادا كان  : MC MB MD+ = +

uuur uuuur uuur uuuur

من الفضاءMلكل 
متوازي الأضلاع.  ABCDفان :   

ABیكفي أن نبین مثلا أن : الجواب : DC=
uuur uuur

؟؟؟؟
لدینا :

MA MC MB MD+ = +
uuur uuuur uuur uuuur

MAیعني MC MA AB MC CD+ = + + +
uuur uuuur uuur uuur uuuur uuur

0یعني AB CD= +
r uuur uuur

ABیعني DC=
uuur uuur

3نضع  ::2تمرین 2 4 5u MA MC MB MD= - + -
r uuur uuuur uuur uuuur

من الفضاءMلكل 
uبین أن :   المتجھة 
r

Mغیر مرتبطة بالنقطة 
3الجواب : 2 2 4 4 5 5u MA MA AC MA AB MA AD= - - + + - -

r uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur

یعني
2 4 5u AC AB AD=- + -

r uuur uuur uuur
uالمتجھة ومنھ 

r

Mغیر مرتبطة بالنقطة 
رباعي الأوجھ ABCDلیكن :3تمرین

أربع نقط بحیث : Qو Pو Nو  Mنعتبر النقط  
2AM AB=

uuuur uuur

2ANو   AD=
uuur uuur

3CQو  CB=
uuur uuur

3CPو   CD=
uuur uuur

أنشئ  الشكل ..1
MNأكتب كلا من المتجھتین .2

uuuur

PQو 
uuur

BDبدلالة  
uuur

MNاستنتج أن المتجھتین  .3
uuuur

PQو 
uuur

مستقیمیتان .
)ماذا تستنتج بالنسبة للمستقیمین .4 )MN و( )PQ؟

الشكل )1أجوبة :

2(2 2MN MA AN AM AN AB AD= + = - + = - +
uuuur uuur uuur uuuur uuur uuur uuur

( )2 2 2 2MN BA AD BA AD BD= + = + =
uuuur uuur uuur uuur uuur uuur

( )3 3 3PQ PC CQ CP CQ CD CB CD CB= + =- + =- + =- -
uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur

( ) ( )3 3 3PQ CD BC BC CD BD= - + = - + = -
uuur uuur uuur uuur uuur uuur

2MNوجدنا )3 BD=
uuuur uuur

1یعني 
2

BD MN=
uuur uuuur

�

3PQووجدنا  BD= -
uuur uuur

1یعني
3

BD PQ= -
uuur uuur

�

1نستنتج أن : �و �من  1
2 3

MN PQ=-
uuuur uuur 2أي

3
MN PQ=-
uuuur uuur

MNالمتجھتین  ومنھ
uuuur

PQو 
uuur

مستقیمیتان .
2وجدنا )4

3
MN PQ=-
uuuur uuur اذن المستقیمان( )MN و( )PQ

متوازیان
رباعي الأوجھ ABCDلیكن :4تمرین

لفضاء بحیث : نقطة من اMو
1
2

AM AD AB DC= + +
uuuur uuur uuur uuur

AMأكتب المتجھة .1
uuuur  بدلالةAB

uuur

ACو 
uuur

)تنتمي إلى المستوى Mاستنتج  أن النقطة .2 )ABC

IJتجھات استنتج  أن الم.3
uur

ABو 
uuur

ECو 
uuur

مستوائیة .
) 1:أجوبة 

1 1
2 2

AM AD AB DC AB BD AB DA AC= + + = + + + +
uuuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur

1 1
2 2

AM AB AB BA AC AB AB AB AC= + + + = + - +
uuuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur

1 1
2

A M A B A C= ´ + ´
uuuur uuur uuur

1وجدنا )2 1
2

AM AB AC= ´ + ´
uuuur uuur uuur

)تنتمي إلى المستوى Mومنھ  النقطة  )ABC

1وجدنا )3 1
2

AM AB AC= ´ + ´
uuuur uuur uuur

AMالمتجھاتومنھ 
uuuur

ABو 
uuur

ACو
uuur

مستوائیة

أكاديمیة 
الجھة 

الشرقیة

متجھات الفضاءتمارین محلولة:
المستوى : الأولى باك علوم تجریبیة

الأستاذ:
نجیب 
عثماني

« c’est en forgeant que l’on devient
forgeron » dit un proverbe.

c’est en s’entraînant régulièrement
aux calculs et exercices que l’on

devient un mathématicien
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)في كل ما یلي الفضاء منسوب إلى معلم  ); ; ;O i j k
r r r

بحیث :  Dو Cو Bو Aنعتبر النقط :1تمرین
2 3OA i j k= + -

uuur r r r
2و    5 3OB i j k= + +

uuur r r r
و   

4 2OC i j k= - +
uuur r r r

3و    2 5AD i j k= + +
uuur r r r

)في المعلم Dو Cو Bو Aحدد إحداثیات   )1 ); ; ;o i j k
r r r

ABحدد إحداثیات المتجھات )2
uuur

ACو
uuur

2uو AB AC= -
r uuur uuur

)في الأساس  ); ;i j k
r r r

.

2)1أجوبة : 3OA i j k= + -
uuur r r r

)یعني  )1;2; 3A -

2 5 3OB i j k= + +
uuur r r r

)یعني  )2;5;3B

4 2OC i j k= - +
uuur r r r

)یعني  )1; 4; 2C -

AD AO OD= +
uuur uuur uuur

ODیعني  AD AO AD OA= - = +
uuur uuur uuur uuur uuur

3یعني  2 5 2 3 4 4 2OD AD AO i j k i j k i j k= - = + + + + - = + +
uuur uuur uuur r r r r r r r r r

)یعني  )4; 4;2D

2(( )2 3 2 5 3AB AO OB OA OB i j k i j k= + =- + =- + - + + +
uuur uuur uuur uuur uuur r r r r r r

2 3 2 5 3 3 6AB i j k i j k i j k= - - + + + + = + +
uuur r r r r r r r r r

)ومنھ  )1;3;6AB
uuur

( )2 3 4 2AC AO OC OA OC i j k i j k= + = - + = - + - + - +
uuur uuur uuur uuur uuur r r r r r r

2 3 4 2 0 6 5AC i j k i j k i j k=- - + + - + = - +
uuur r r r r r r r r r

)ومنھ  )0; 6;5AC -
uuur

2u AB AC= -
r uuur uuur

)یعني  )3 6 2 0 6 5u i j k i j k= + + - - +
r r r r r r r

)یعني  )3 6 2 0 6 5 15 4u i j k i j k i j k= + + - - + = + -
r r r r r r r r r r

)ومنھ  )1;15; 4u -
r

)نعتبر في الفضاء المنسوب إلى معلم :2تمرین ); ; ;o i j k
r r r

)النقط: )3;2;1A )و - )5;3; 1B -

ABحدد  مثلوث  إحداثیات  المتجھة )1
uuur

]تصف القطعة منI)حدد مثلوث إحداثیات2 ]AB

AB)أحسب المسافة 3
))1الجواب : )5 3;3 2; 1 1AB + - - -

uuur
)یعني )8;1; 2AB -

uuur

2(( )5 3 3 2 1 1; ;
2 2 2

I
+ -æ ö+ - +

ç ÷
è ø

;51یعني  ;0
2

I æ ö
ç ÷
è ø

3(( ) ( ) ( )2 2 25 3 3 2 1 1 64 1 4 69AB AB= = + + - + - - = + + =
uuur

)نعتبر في الفضاء المنسوب إلى الأساس :3تمرین ); ;i j k
r r r

)المتجھات  )1; 1;2u -
r

)و  )2;2; 4v - -
r

)و  )1;1;2w
ur

uأدرس استقامیة المتجھتین  )1
r

vو   
r

uتقامیة المتجھتین  أدرس اس)2
r

wو   
ur

)نحسب المحددات المستخرجة :لدینا1الأجوبة :

1 2
4 4 0

2 4
-

= - =
-

1و 2
4 4 0

2 4
-

=- + =
-

1و 2
2 2 0

1 2
-

= - =
-

uومنھ المتجھتین  
r

vو  
r

مستقیمیتین
1) نحسب المحددات المستخرجة :لدینا  2 1

2 2 4 0
2 2
-

=- - =- ¹

uومنھ المتجھتین  
r

wو   
ur

غیر مستقیمیتین
)نعتبر في الفضاء المنسوب إلى معلم :4تمرین ); ; ;o i j k

r r r

النقط 

( )1;2;1A و( )2;1;3B و( )1;4; 3C - )و - )2;3;3D
Cو Bو Aأدرس استقامیة النقط .1
Dو Bو Aالنقط أدرس استقامیة.2

))1الأجوبة : )2 1;1 2;3 1AB - - -
uuur

)یعني )1; 1;2AB -
uuur

( )1 1;4 2; 3 1AC - - - - -
uuur

)یعني )2;2; 4AC - -
uuur

نانحسب المحددات المستخرجة :لدی
1 2

4 4 0
2 4
-

= - =
-

1و 2
4 4 0

2 4
-

=- + =
-

1و 2
2 2 0

1 2
-

= - =
-

ABومنھ المتجھتین  
uuur

ACو   
uuur

Bو Aمستقیمیتین وبالتالي النقط : 
مستقیمیةCو 
2(( )1; 1;2AB -

uuur
)و    )1;1;2AD

uuur

1 1
2 2 4 0

2 2
-

=- - =- ABومنھ المتجھتین  ¹
uuur

ADو   
uuur

غیر مستقیمیتین 

غیر مستقیمیة Dو Bو Aوبالتالي النقط : 
)نعتبر المتجھات :5تمرین )1;1;1u -

r
)و  )0; 4;4v -

r

و 

( )2;0; 4w -
ur

uأحسب محددة المتجھات : 
r

vو   
r

wو 
ur

الجواب:

( )
1 0 2

4 0 0 2 0 2
det ; ; 1 4 0 1 1 1

4 4 4 4 4 0
1 4 4

u v w
- -

- - -
= - = - - +

-

r r ur

( ) ( )
1 0 2

det ; ; 1 4 0 1 16 1 8 1 8 16 16 0
1 4 4

u v w
- -

= - = - ´- - ´ + ´ - = - =
r r ur

)نعتبر المتجھات :6تمرین )1;1;1u
r

)و  )2;1;1v -
r

)و  )0;1;2w
ur

)و  )0;3;3x
r

)و  )1; ;2y m
ur

حقیقي.ربارا متmحیث 

uبین أن المتجھات .1
r

vو   
r

xو 
r

مستوائیة
uبین أن المتجھات .2

r

vو   
r

wو 
ur

غیر مستوائیة
uبحیث تكون المتجھات mحدد العدد  .3

r

vو 
r

yو 
ur

مستوائیة

أكاديمیة 
الجھة 

الشرقیة

تحلیلیة  الفضاءتمارین محلولة:
المستوى : الأولى باك علوم تجریبیة

الأستاذ:
نجیب 
عثماني
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))1أجوبة : )
1 2 0

1 3 2 0 2 0
det ; ; 1 1 3 1 1 1

1 3 1 3 1 3
1 1 3

u v x
-

- -
= = - +

r r r

( )det ; ; 3 3 6 6 0u v x = - + - =
r r r

uومنھ : المتجھات 
r

vو   
r

xو 
r

مستوائیة

2(( )
1 2 0

1 1 2 0 2 0
det ; ; 1 1 1 1 1 1

1 2 1 2 1 1
1 1 2

u v w
-

- -
= = - +

r r ur

( )det ; ; 1 4 2 3 0u v w = + - = ¹
r r ur

uومنھ : المتجھات 
r

vو   
r

wو 
ur

غیر مستوائیة
3(u

r

vو   
r

yو 
ur

مستوائیة یعني 

( )det ; ; 0u v y =
r r urیعني

1 2 0
1 1 0
1 1 2

m
-

=
یعني 

1 2 1 2 1
1 1 1 0

1 2 1 2 1
m

m
- -

- + 6یعني = 3 0m- 2mیعني = =

)نعتبر النقط ::7تمرین )1;1; 2A )و - )0;2; 1B )و - )1; 3;2C -

)و )1;1;2D )و- )1;1;3E

مستوائیةDو  Cو Bو Aبین أن النقط .1
مستوائیة؟Eو  Cو Bو Aبین أن النقط .2

))1أجوبة : )1;1;1AB -
uuur

)و  )0; 4;4AC -
uuur

)و  )2;0;4AD -
uuur

و 

( )
1 0 2

4 0 0 2 0 2
det ; ; 1 4 0 1 1 1 0

4 4 4 4 4 0
1 4 4

AB AC AD
- -

- - -
= - = - - + =

-

uuur uuur uuur

ABومنھ : 
uuur

ACو 
uuur

ADو 
uuur

توائیة مس
مستوائیةDو  Cو Bو Aو بالتالي النقط 

2(( )0;0;5AE
uuur

( )
1 0 0

4 0 0 0 0 0
det ; ; 1 4 0 1 1 1 20 0

4 5 4 5 4 0
1 4 5

AB AC AE
-

-
= - = - - + = ¹

-

uuur uuur uuur

ABومنھ : 
uuur

ACو 
uuur

AEو 
uuur

غیر مستوائیة 
غیر مستوائیةEو  Cو Bو Aو بالتالي النقط 

)نعتبر في الفضاء المنسوب إلى معلم :8تمرین ); ; ;o i j k
r r r

النقط :

( )1;3;1A و( )2;1;2B و( )3; 3;1C )و- )2; 1;0D و المتجھة -
( )1;4;1u -
r

)للمستقیم احدد تمثیلا بارا متری)1 )D المار منA و الموجھ

uبالمتجھة  
r

)ھل النقط)2 )2;1;2Bو( )3; 3;1C )و- )2; 1;0D )تنتمي  للمستقیم - )D؟
)للمستقیم احدد تمثیلا بارا متری)3 )BC
)أدرس الوضع النسبي للمستقیمین  )4 )D و( )BC

))1أجوبة : )tÎR
1
3 4
1

x t
y t
z t

= -ì
ï = +í
ï = +î

( )D

2(
1 2 1
1 1 3 4
2

2 11

t t
t t

tt

= -ì = -ìïï ï= - Û = +í í
ï ï = +î= -ïî

)ومنھ  )B DÏ

2 3 1
3 3 3 4
2

1 10

t t
t t

tt

=-ì = -ìïï ï=- Û- = +í í
ï ï = +î=ïî

)ومنھ  )C DÏ و
1 2 1
1 1 3 4
1 0 1

t t
t t
t t

=- = -ì ì
ï ï=- Û - = +í í
ï ï=- = +î î

)ومنھ  )D DÎ

))المستقیم 3 )BC یمر من النقطة( )2;1;2Bو( )1; 4; 1BC - -
uuur

)ھ اذن متجھة موجھة ل )tÎR
2 1
1 4
2

x t
y t
z t

= +ì
ï = -í
ï = -î

( )BC

4(( )1; 4; 1BC - -
uuur

)و  )1;4;1u -
r

BCنلاحظ أن :  u= -
uuur r

BCومنھ 
uuur

uو 
r

مستقیمیتین 
)وبالتالي المستقیمین  )D و( )BC متوازیین

)لیكن :9تمرین )D و( )D مستقیمین من الفضاء معرفان على

)التوالي بتمثیلیھما  البرامتریان :   )tÎR1
1
1

x t
y t
z t

= +ì
ï = -í
ï = +î

( )D

( )kÎR
3

1 2
3

x k
y k
z k

= +ì
ï = - +í
ï = -î

( )D

)بین أن  المستقیمین   )D و( )Dغیر متوازیین

)الجواب : )1; 1;1u -
r

)متجھة موجھة ل  )D

)و  )1;2; 1v -
r

)متجھة موجھة ل  )D
uنلاحظ أن :

r

vو 
r

غیر مستقیمیتین 
)وبالتالي المستقیمین   )D و( )Dغیر متوازیین

)للمستوى احدد تمثیلا بارا متری:10تمرین ); ;P A u v
r r:حیث

( )1; 3;1A )و - )2;4;1u -
rو( )1;0;2v -

r

الجواب :
1 2

3 4
1 2

x t t
y t
z t t

¢= - -ì
ï = - +í
ï ¢= + +î

:( )P  حیث( )tÎR و( )t¢ÎR

)للمستوى اھو تمثیل بارا متری ); ;P A u v
r r

)حدد معادلة دیكارتیھ للمستوى :11تمرین )P

)المار من  )1; 3;1A -

)و الموجھ بالمتجھتین )2;4;1u -
rو( )1;0;2v -

r

)نلاحظ أن الجواب : )2;4;1u -
rو( )1;0;2v -

rغیر مستقیمیتین

( ) ( ); ; ; ;M x y z P A u vÎ
r r

AMیعني 
uuuur

uو
r

vو 
r

مستوائیة

)یعني : )det ; ; 0AM u v =
uuuur r r: یعني( )det ; ; 0AM u v =

uuuur r r

( )1; 3; 1AM x y z- + -
uuuur

یعني :
1 2 1
3 4 0 0
1 1 2

x
y
z

- - -
+ =
-

)یعني : ) ( ) ( )
4 0 2 1 2 1

1 3 1 0
1 2 1 2 4 0

x y z
- - - -

- - + + - =

)یعني : ) ( ) ( )8 1 3 3 4 1 0x y z- + + + - 8یعني := 8 3 9 4 4 0x y z- + + + - =

8یعني : 3 4 3 0x y z+ + - = :( )P
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)نعتبر النقط :12تمرین )1;2;3A و( )1;1;2B و( )1; 2; 1C - -

ةغیر مستقیمیCو Bو Aبین أن  النقط )1
)للمستوى اأعط تمثیلا بارامتری)2 )ABC

)أعط معادلة دیكارتیة  للمستوى )3 )ABC

))1أجوبة : )2;0; 4AC - -
uuur

)و  )0; 1; 1AB - -
uuur

ات المستخرجة :لدینا  نحسب المحدد
1

1 0
4 0

1 4
d

-
= = ¹
- -

ABومنھ المتجھتین  
uuur

ACو   
uuur

و Aغیر مستقیمیتین وبالتالي النقط : 
B وCةغیر مستقیمی
))لدینا المستوى 2 )ABC یمر من النقطةAوAB

uuur

ACو 
uuur

متجھتین 
موجھتین لھ

اذن :
1 0 2
2 1 0
3 1 4

x t t
y t t
z t t

¢= + -ì
ï ¢= - +í
ï ¢= - -î

:( )P  حیث( )tÎR و( )t¢ÎR ھو تمثیل

)بارامتري للمستوى  )ABC

3(( ) ( ); ;M x y z ABCÎ یعنيAM
uuuur

ABو
uuur

ACو 
uuur

مستوائیة
)یعني : )det ; ; 0AM AB AC =

uuuur uuur uuur

( )1; 2; 3AM x y z- - -
uuuur

1یعني : 0 2
2 1 0 0
3 1 4

x
y
z

- -
- - =
- - -

)یعني : ) ( ) ( )
1 0 0 2 0 2

1 2 3 0
1 4 1 4 1 0

x y z
- - -

- - - + - =
- - - - -

)یعني : ) ( ) ( )4 1 2 2 2 3 0x y z- + - - - 4یعني := 4 2 4 2 6 0x y z- + - - + =

4یعني : 2 2 2 0x y z+ - - 2یعني := 1 0x y z+ - - = :( )P
)لیكن:1ملحوظة  ) ( ); ;Q P B u v¢ ¢=

ur ur و( ) ( ); ;P P A u v=
r rمستویین

من الفضاء لدینا :
)= 0إذا كان : .1 )det ; ;u v u¢

r r ur   0و =( )det ; ;u v v¢
r r ur

)فان :  )P و( )Q.منطبقان   أو متوازیان قطعا

)0¹إذا كان : .2 )det ; ;u v u¢
r r ur  0¹أ و( )det ; ;u v v¢

r r ur

)فان :  )P و( )Q.متقاطعان  وفق مستقیم
)لیكن:2ملحوظة )Pو( )P¢ مستویین من الفضاء معرفین بمعادلتیھما

الدیكارتیتین :
0ax by cz d+ + + =:( )P مع( ) ( ); ; 0;0;0a b c ¹

0aو x b y c z d¢ ¢ ¢ ¢+ + + =:( )P¢ع   م( ) ( ); ; 0;0;0a b c¢ ¢ ¢ ¹

)یكون المستویان .1 )Pو( )P¢ : متقاطعین إذا وفقط إذا كان
0ab ba¢ ¢- 0acأ و ¹ ca¢ ¢- 0bcأ و ¹ cb¢ ¢- ¹.
)یكون المستویان .2 )Pو( )P¢ متوازیین  إذا وفقط إذا وجد عدد

aبحیث : kحقیقي غیر منعدم  ka¢ bو= kb¢ cو = kc¢ =.
)یكون المستویان .3 )Pو( )P¢ منطبقین  إذا وفقط إذا وجد عدد

بحیث : kحقیقي غیر منعدم 
a ka¢ bو = kb¢ cو = kc¢ dو = kd¢ =
)لیكن:13تمرین )Pو( )Q مستویین من الفضاء معرفین بمعادلتیھما

الدیكارتیتین :
2 3 0x y z- - - = :( )Q   3و 3 6 2 0x y z- - - = :( )P

)أدرس الوضع النسبي للمستویین : )Pو( )Q

)المستویان الجواب : )Pو( )P¢   3متوازیین قطعاk=

)نعتبر في الفضاء المنسوب إلى معلم :14تمرین ); ; ;o i j k
r r r

)النقطة  )1;1;0A و  المتجھتین( )1;1;1u
r

)و  )1; 1;2v -
r

)و المستوى  )Q : 1الذي  معادلة الدیكارتیة 0x y z+ - + =( )Q

)أعط معادلة دیكارتیة  للمستوى )1 )P المار منA و الموجھ

uبالمتجھتین 
r

vو 
r

)أدرس الوضع النسبي للمستویین   )2 )Qو( )P.

))نلاحظ أن 1الجواب : )1;1;1u
r

)و  )1; 1;2v -
r

غیر مستقیمیتین

( ) ( ); ; ; ;M x y z P A u vÎ
r r

AMیعني 
uuuur

uو
r

vو 
r

مستوائیة

)یعني : )det ; ; 0AM u v =
uuuur r r: یعني( )det ; ; 0AM u v =

uuuur r r

( )1; 1;AM x y z- -
uuuur

یعني :
1 1 1
1 1 1 0

1 2

x
y

z

-
- - =

)یعني : ) ( )
1 1 1 1 1 1

1 1 0
1 2 1 2 1 1

x y z
-

- - - + =
-

)یعني : ) ( )3 1 1 2 0x y z- - - - 3یعني := 2 2 0x y z- - - = :( )P
2(1 0x y z+ - + = :( )Q   3و 2 2 0x y z- - - = :( )P

)حدد معادلتان دیكارتیتان للمستقیم:15تمرین ) ( );D D A u=
r

في الحالات التالیة :
1   (( )1; 1;2A )و- )1; 2;3u

r.متجھة موجھة لھ
2   (( )1; 1;3A )و- )0;1;2u

r.متجھة موجھة لھ

A)1الجواب : A Ax x y y z z
a b c
- - -

= 1یعني = 1 2
1 2 3

x y z- + -
= =

( )
( )

1 1
2 1 1 2 3 01 2

1 2 3 1 03 1 2
1 3

x y
x y x y

x z x zx z

- +ì =ï - = +ì - - =ìï ïÛ Ûí í í- - - - =- = - îïï î=
ïî

2(

( )

1 1 1
1 3 2 1 3 2 5 0

1 2

x x x
y z y z y z

=ì =ì =ìï ïÛ Ûí í í+ - + = - - + == ï îîïî

16:3تمرین 2 2 0x y z- - - = :( )P و( )tÎR
1
2
3 2

x t
y t
z t

= +ì
ï = -í
ï = +î

( )D

)أدرس الوضع النسبي للمستوى  )P و المستقیم( )D

1الجواب : 0x y z+ - + = :( )P

)اذن :  ) ( ) ( )1 2 3 2 1 0t t t t+ + - - + + 1یعني =
2

t=

)اذن : )D یقطع المستوى( )P: في النقطة
1 31
2 2
1 32
2 2

13 2 4
2

x

y

z

ì = + =ï
ï
ï = - =í
ï
ï = + =ïî

3 3; ;4
2 2

Aæ ö
ç ÷
è ø

ھي نقطة التقاطع
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17:3تمرین 2 2 0x y z- - - = :( )P و( )tÎR
1 2

1
2 4

x t
y t
z t

= +ì
ï =- +í
ï =- +î

( )D

)أدرس الوضع النسبي للمستوى  )P و المستقیم( )D

5الجواب : 2 3 10 0x y z+ - - = :( )P

)اذن :  ) ( ) ( )51 2 2 1 3 2 4 10 0t t t t+ + - + - - + - 1یعني = 0- )اذن :غیر ممكن = )Dو( )Pمتوازیان قطعا
)لیكن  ملاحظة: ) ( );D D A w=

ur و( ) ( ); ;P P B u v=
r r

)إذا كان  )det ; ; 0u v w =
r r ur

)و  )A PÎ فان( ) ( )D PÌ

)إذا كان  )det ; ; 0u v w =
r r ur

)و  )A PÏ فان( )D یوازي  قطعا( )P

)إذا كان  )det ; ; 0u v w ¹
r r ur

)فان  )D یخترق( )P.

):18تمرین ) ( );D D A w=
ur و( ) ( ); ;P P B u v=

r r حیث( )1; 1;1u -
r

)و  )0;1;0v
r

)و  )0;2;0v
r

)و )0;0; 1A )و- )1;0;0B

))حدد معادلة دیكارتیة للمستوى 1 ) ( ); ;P P B u v=
r r

))أدرس الوضع النسبي للمستوى 2 )P و المستقیم( )D

))نلاحظ أن 1:الجواب  )1; 1;1u -
r

)و  )0;1;0v
r

غیر مستقیمیتین

( ) ( ); ; ; ;M x y z P B u vÎ
r r

BMیعني 
uuuur

uو
r

vو 
r

مستوائیة

)یعني : )det ; ; 0AM u v =
uuuur r r: یعني( )det ; ; 0AM u v =

uuuur r r

( )1; ;BM x y z-
uuuur

یعني :
1 1 0

1 1 0
1 0

x
y
z

-
- =

)یعني : )
1 1 1 0 1 0

1 0
1 0 1 0 1 1

x y z
-

- - + =
-

)یعني : )1 0 0x z- - - + 1یعني := 0x z- + + = :( )P

2(( )
1 0 0

1 2 0 0 0 0
det ; ; 1 1 2 1 1 1 0

0 0 0 0 1 2
1 0 0

u v w = - = + + =
r r ur

)ولدينا )A PÎ:لأن

0 1 1 0- - + =:( )Pومنه( ) ( )D PÌ
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المعرفة كالتالي :   xللمتغیر الحقیقي fنعتبر الدالة العددیة :1تمرین

( ) 2 1
3 6

xf x
x
-

=
-
)حدد  )

2
lim
x

f x
+®

)و    )
2

lim
x

f x
-®

وأول النتیجتین ھندسیا

):لجواب ا )
2 2

2 1lim lim
3 6x x

xf x
x+ +® ®

-
=

-

2
lim 2 1 3
x

x
+®

- و=
2

lim 3 6 0
x

x
+

+

®
- و=

2
lim 3 6 0
x

x
-

-

®
- =

)ومنھ :  )
2

lim
x

f x
+®

= )و¥+ )
2

lim
x

f x
-®

= -¥

2xالمستقیم ذا المعادلة التأویل المبیاني :  )مقارب للمنحنى = )fC

fنعتبر الدالة العددیة :2تمرین
)المعرفة كالتالي : xللمتغیر الحقیقي  ) 6 1

2 5
xf x
x
+

=
-

)حدد  )lim
x

f x
®+¥

)و    )lim
x

f x
®-¥

وأول النتیجتین ھندسیا

)الجواب : ) 6 6lim lim 3
2 2x x

xf x
x®+¥ ®+¥

= = )و = ) 6 6lim lim 3
2 2x x

xf x
x®-¥ ®-¥

= = =

3yالمستقیم ذا المعادلة التأویل المبیاني :  )للمنحنى مقارب= )fC

المعرفة xللمتغیر الحقیقي fنعتبر الدالة العددیة :3تمرین
)كالتالي :    ) 12 1

3
f x x

x
= - +

-
fمجموعة تعریف الدالة fDحدد .1
¥+بجوار fحدد معادلة المقارب المائل لمنحنى الدالة .2

الجواب:
1({ }/ 3 0fD x x= Î - ¹¡

}ومنھ } ] [ ] [3 ;3 3;fD = - = -¥ È +¥¡

2(( ) 12 1
3

f x x
x

= - +
-

)یعني  ) ( ) 12 1
3

f x x
x

- - =
-

)یعني  ) ( ) 1 1lim  2 1 lim 0
3x x

f x x
x®+¥ ®+¥

- - = = =
- +¥

المستقیم ومنھ 

2ذا المعادلة  1y x= )مقارب  مائل للمنحنى - )fC بجوار+¥

)المعرفة كالتالي :fنعتبر الدالة العددیة :4تمرین )f x x=

)أحسب )
lim
x

f x
x®+¥

وأول ھندسیا النتیجة 

)الجواب : ) 1 1lim  lim lim 0
x x x

f x x
x x x®+¥ ®+¥ ®+¥

= = = =
+¥

)التأویل الھندسي :  )fC یقبل فرعا شلجمیا اتجاھھ محور
¥+الأفاصیل بجوار 

xللمتغیر الحقیقي fنعتبر الدالة العددیة :5تمرین
)المعرفة كالتالي :    ) 3f x x=

)أحسب )lim
x

f x
x®+¥

وأول ھندسیا النتیجة

3الجواب : 
2lim  lim

x x

x x
x®+¥ ®+¥
= = +¥

)التأویل الھندسي :  )fCل فرعا شلجمیا اتجاھھ محور یقب
¥+الأراتیب بجوار 

المعرفة  xللمتغیر الحقیقي fنعتبر الدالة العددیة :6تمرین
)كالتالي :    )f x x x= -

)و أحسب fحدد  حیز تعریف الدالة .1 )lim
x

f x
®+¥

fحدد طبیعة الفرع اللانھائي لمنحنى الدالة .2
fD) 1الجواب : += ¡

2 (( ) ( )lim  lim lim 1
x x x

f x x x x x
®+¥ ®+¥ ®+¥

= - = - = -¥

3(( ) 1 1lim  lim lim 1 lim 1 1 1
x x x x

f x x x x a
x x x x®+¥ ®+¥ ®+¥ ®+¥

-
= = - = - = - =- =

+¥

( ) ( ) ( ) ( )lim  lim  1 lim  lim
x x x x

f x ax f x x f x x x
®+¥ ®+¥ ®+¥ ®+¥

- = - - = + = = +¥

)الھندسي : التأویل )fC یقبل فرعا شلجمیا اتجاھھ المستقیم
)ذي المعادلة   )1y x y x= - Û = ¥+بجوار -

¡المعرفة  علىfنعتبر الدالة العددیة :7تمرین

)كالتالي :  ) 4 21 22
12 3

f x x x x= - + +

)أحسب .1 )f x¢¢ لكلx من¡

)أدرس تقعر المنحني .2 )fC الممثل للدالةf
مع تحدید نقطتي انعطافھ

)1الجواب :

( ) 4 2 3 31 2 1 12 4 4 1 4 1
12 3 12 3

f x x x x x x x x
¢æ ö¢ = - + + = ´ - + = - +ç ÷

è ø

( ) 3 21 4 1 4
3

f x x x x
¢æ ö¢¢ = - + = -ç ÷

è ø

2(( ) ( ) ( )2 2 22 2 0 2 0 4 0 0x x x x f x¢¢- + = Û - = Û - = Û =

2 2x أو x= - = Û

)تقعر· )fC موجھ نحو محورالأراتیب الموجبة على
[المجال: ] [ [; 2 2;-¥ - È +¥

)تقعر· )fC الأراتیب الموجبة موجھ نحو محور

]على المجال: ]2,2-

یمكن تلخیص النتائج في جدول التقعر
( )( )1, 1A f و( )( )1, 1B f- نقطتي انعطافھ-

يمیة أكاد
الجھة 

الشرقیة

دراسة الدوال وتمثیلھاتمارین محلولة:
المستوى : الأولى باك علوم تجریبیة

الأستاذ:
نجیب 
عثماني
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المعرفةxللمتغیر الحقیقي fنعتبر الدالة العددیة :8تمرین
)كالتالي :   ) 2f x x x= -

fحدد  حیز تعریف الدالة .1
1بین أن المستقیم .2

2
x )محور تماثل للمنحنى = )fC الممثل للدالةf

الجواب:
1(( ) 2f x x x= -{ }2/ 0fD x x x= Î - ³¡

( ) 21 0 1 0 0x أو x x x x x= = Û - = Û - =

ومنھ جدول الاشارة :

]ومنھ:    ]0,1fD =

2 (x a= 1یعني
2

x =

]نبین أنھ : اذا كانت )أ ]0,1xÎان : ف[ ]1 0,1x- Î؟؟؟
[ ]1 1 1 1 0 1 0 0 1 0,1x x x xÛ - £ - £ + Û - £ - £ Û £ £ Û Î

[ ]1 0,1 0 1 1x x- Î Û £ - £ Û

)ب)نبین أن :  ) ( )1f x f x- ؟؟؟؟=

( ) ( ) ( ) ( )2 21 1 1 1 1 2f x x x x x x- = - - - = - - - +

( )2 21 1 2x x x x x f x= - - + - = - =

1ومنھ 
2

x .fمحور تماثل منحنى الدالة=

xللمتغیر الحقیقي fنعتبر الدالة العددیة :9تمرین

)المعرفة كالتالي :    )
2

1
x xf x
x
-

=
+

)بین أن .1 ) 22
1

f x x
x

= - +
+

fD"Î

)بین أن النقطة.2 )1; 3W - .fمركز تماثل منحنى الدالة-

))1الجواب : ) ( ) ( )
22 1 222

1 1 1
x x x xx f x

x x x
- + + -

- + = = =
+ + +

2 (( )1; 3W - -( );a bW

}نبین أنھ : اذا كانت )أ }1xÎ - }فان : ¡- }2 1x- - Î - ؟؟؟¡-
{ }2 2 1 1 1 1x x x xÛ - - ¹ - + Û - ¹ Û ¹ - Û Î - -¡

{ }2 1 2 1x x- - Î - - Û - - ¹ - Û¡

)ب)نبین أن :  ) ( )2 6 2f x f x b- - + = - ؟؟؟؟=

( ) ( ) 1 14 4 1 1
4 2 2

f x f x x x
x x

- - + = - - - + + - +
- - + +

1 1 1 14 2 6 6
2 2 2 2x x x x

= - - + + = - + - + = -
- - + + +

)ومنھ  )2; 3W - .fمركز تماثل منحنى الدالة-

المعرفة fدالة نعتبر ال:10تمرین

)كالتالي : ) 2 4 3f x x x= + +
fDعند محدات f) أحسب نھایات fD2حدد )2

fد جدول تغیرات ) حد4أدرس اشارتھا وfأحسب مشتقة الدالة)3
0في النقطة الذي أفصولھاf)حدد معادلة لمماس منحى الدالة 5 1x = -
))حدد نقط تقاطع 6 )fCمع محوري المعلم

وجدتان f)حدد مطاریف الدالة7

))أرسم 8 )fCالمنحنى الممثل للدالةf و المستقیم( )D الذي

)معادلتھ ) : 3D y )في معلم متعامد ممنظم= ); ;o i j
r r

.

))حدد نقط تقاطع9 )fC و( )D.

2المتراجحةR)حل مبیانیا في10 4 0x x+ ³.
):الأجوبة ) 2 4 3f x x x= + +

fDحدودیة اذن  fالدالة )1 = ¡

2(( ) 2 2lim lim 4 3 lim
x x x

f x x x x
®+¥ ®+¥ ®+¥

= + + = = +¥

( ) 2 2lim lim 4 3 lim
x x x

f x x x x
®-¥ ®-¥ ®-¥

= + + = = +¥

3(( ) ( )2 4 3 2 4f x x x x¢¢ = + + = +:x" Î¡

( ) 0f x¢ 2یعني = 4 0x + 2xیعني = = -
)ندرس اشارة :  )f x¢

]اذا كانت: [2;xÎ - )فان : ¥+ ) 0f x¢ تزایدیھfومنھ ³

[اذا كانت: ]; 2xÎ -¥ )فان : - ) 0f x¢ تناقصیةfومنھ £
)نلخص النتائج في جدول یسمى جدول التغیرات :4

5(( ) ( )( )0 0 0y f x f x x x¢= + -0 1x = -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 1 1 1 1y x y x y f f x¢= + Û = + Û = - + - +

)لأن :  )1 0f )و  = )1 2f ¢ =

تحدید نقط التقاطع مع محور الأفاصیل)أ)6
)نحل المعادلة : ) 0f x 2یعني = 4 3 0x x+ + =

نحل المعادلة باستعمال الممیز
1a 4bو  = 3cو  = =

( ) ( )2 22 4 4 4 3 1 16 12 4 2 0b acD = - = - ´ ´ = - = = >
0Dبما أن f :فان ھذه المعادلة تقبل حلین ھما

1 2
bx

a
- + D

2و  = 2
bx

a
- - D

=

1
4 4 4 2 1
2 1 2 1

x - + - +
= = =-

´ ´
2و  

4 4 4 2 3
2 1 2 1

x - - - -
= = =-

´ ´

)ومنھ نقط التقاطع ھم : )1;0A )و - )3;0B -
)ب)نقط تقاطع )fCالمنحنى الممثل للدالةfمع محور الأراتیب
)نحسب فقط : )0f

( )0 3f )ومنھ نقطة التقاطع ھي: = )0;3C

-1)الدالة   تقبل قیمة دنیا ھي : 7
))رسم 8 )fCالمنحنى الممثل للدالةf

)و المستقیم  ) : 3D y =



تاذ : عثماني نجیبالأس62monsite.com-http:// xyzmath.eص 

)تقاطع) تحدید نقط 9 )fC و( )D.

)نحل المعادلة : )f x y= 2یعني 4 3 3x x+ + =
2یعني  4 0x x+ )یعني = )4 0x x + 0xیعني = 4أو = 0x + =

0xیعني  4xأو = = -

)ومنھ نقط التقاطع ھم : )0;3E و( )4;3F -

10(Û 2 4 3 3x x+ + ³ Û 2 4 0x x+ ³
Û( )f x y³Û منحنى الدالة( )fC

)یوجد فوق المستقیم )D : ومنھ[ ]4;0S = -

)لي :   المعرفة كالتاfنعتبر الدالة :11تمرین ) 31 4
3

f x x x= -

حدد .1
fD حیز تعریف الدالةf

fأدرس زوجیة الدالة .2
عند محدات fأحسب نھایات الدالة .3

fD

fللانھایة لمنحنى الدالة أدرس الفروع ا.4
و أدرس إشارتھاfأحسب مشتقة الدالة .5
fحدد جدول تغیرات الدالة .6
)حدد معادلة لمماس المنحني .7 )fC الممثل للدالةf في

التي أفصولھا Aالنقطة 
0 1x = -

)حدد نقط تقاطع المنحني .8 )fC.الممثل للدالة مع محوري المعلم

اذا وجدتfالدالة فحدد مطا ری.9
)أرسم المنحني .10 )fC الممثل للدالةf في معلم متعامد ممنظم

)أجوبة : ) 31 4
3

f x x x= -1(fD لأنھا دالة حدودیة¡=

-xفان ¡xÎ)أ) اذا كانت 2 Î¡

)ب) ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 31 1 14 4 4
3 3 3

f x x x x x x x f xæ ö- = - - - =- - - =- - =-ç ÷
è ø

دالة فردیةfومنھ 

3(( ) 3lim lim
x x

f x x
®+¥ ®+¥

= = )و ¥+ ) 3lim lim
x x

f x x
®-¥ ®-¥

= = -¥

لأن نھایة دالة حدودیة عند مالانھایةھي نھایة حدھا الأكبر درجة

4(
( )

3

2

1
13lim lim lim
3x x x

xf x
x

x x®+¥ ®+¥ ®+¥
= = = +¥

( )fCلأراتیب بجوار یقبل فرعا شلجمیا اتجاھھ محور ا+¥

( )
3

2

1
13lim lim lim
3x x x

xf x
x

x x®-¥ ®-¥ ®-¥
= = = +¥

( )fC یقبل فرعا شلجمیا اتجاھھ محور الأراتیب بجوار-¥

5(( ) 3 2 21 14 3 4 4
3 3

f x x x x x
¢æ ö¢ = - = ´ - = -ç ÷è ø

( ) ( ) ( )2 2 22 2 0 2 0 4 0 0x x x x f x¢- + = Û - = Û - = Û =

2 2x أو x= - = Û

6(

))معادلة لمماس ل 7 )fC في النقطةA 0التي أفصولھا 1x = -

( ) ( ) ( )0 0 0y f x f x x x¢= + )و - ) 111
3

f - )و  = )1 3f ¢ - = -

( ) ( ) ( )( )2 113 3 1 1 1 1
3 3

y x y x y f f x¢= - + Û = - + Û = - + - +

)ط تقاطعأ)نق)8 )fCالمنحنى الممثل للدالةfمع محور الأفاصیل

)نحل فقط المعادلة : ) 0f x 31یعني = 4 0
3

x x- =

21یعني  4 0
3

x xæ ö- =ç ÷
è ø

0xیعني  21أو = 4 0
3

x - =

0xیعني  2أو = 12x 0xیعني = 12أو = 12x أو x= - =

0xیعني  2أو = 3 2 3x أو x= - =
)ومنھ نقط التقاطع ھم : )2 3;0A و( )2 3;0B )و- )0;0O

)ب)نقط تقاطع )fCالمنحنى الممثل للدالةfمع محور الأراتیب
)نحسب فقط : )0f لدینا( )0 0f )ومنھ نقطة التقاطع ھي: = )0;0O

9(( ) 162
3

f = fھي قیمة دنیا للدالة -

( ) 162
3

f - fھي قیمة قصوى للدالة =

f)التمثیل المبیاني للدالة 9

10-1-2-3-4x
830-103f(x)
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)المعرفة ب:gنعتبر الدالة العددیة:12تمرین ) 2 1
1

xg x
x
+

=
+

.gحدد حیز تعریف الدالة.1
ت حیز التعریف و أول النتائج ھندسیا.في محداgأحسب نھایات الدالة.2
.gأحسب الدلة المشتقة. ثم ضع جدول تغیرات الدالة.3
.gأنشئ منحنى الدالة.4

}ھو: g)حیز تعریف الدالة 1الحل: } { }/ 1 0 1D x x= Î + ¹ = - -¡ [و منھ¡ [ ] [, 1 1,D = -¥ - - +¥U

2(( ) 2 1 2lim lim lim 2
1x x x

x xg x
x x®-¥ ®-¥ ®-¥

+
= = =

+
)و ) 2 1 2lim lim lim 2

1x x x

x xg x
x x®+¥ ®+¥ ®+¥

+
= = =

+
2yیعني المستقیم ذا المعادلة )مقارب أفقي للمنحنى= )fC.

( )
1 1

2 1lim lim
1x x

xg x
x+ +®- ®-

+
= =-¥

+
)و )

1 1

2 1lim lim
1x x

xg x
x- -®- ®-

+
= =+¥

+
1xیعني المستقیم ذا العادلة = مقارب عمودي للمنحنى.-

)لدینا:Dمنx)لكل3 )
( ) ( )2 2

2 1
1 1 1

1 1
g x

x x
¢ = =

+ +
)یعني: ) ( ) 0x D g x¢" Î >

جدول تغیرات الدالة.

.gمنحنى الدالة

)دالة معرفة ب:fلتكن: 13تمرین ) 2 3
2

xf x
x
+

=
+

  .

fحدد مجموعة تعریف الدالة)1
)أحسب النھایات التالیة : )2 )lim

x
f x

®+¥
)و     )lim

x
f x

®-¥

)و  )
2

lim
x

f x
+®-

)و )
2

lim
x

f x
-®-

وأدرس إشارتھاfأحسب مشتقة الدالة )3
.  fحدد جدول تغیرات الدالة)4
)حدد نقط تقاطع)5 )fCالمنحنى الممثل للدالةf.مع محور الأفاصیل

)حدد نقط تقاطع)6 )fCالمنحنى الممثل للدالةf.مع محور الأراتیب

)أرسم )7 )fCالمنحنى الممثل للدالةf

الأجوبة :
}ھو: f)حیز تعریف الدالة 1 } { }/ 2 0 2D x x= Î + ¹ = - -¡ ¡

[و منھ [ ] [, 2 2,D = -¥ - - +¥U
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2(
( ) 2 3 2lim lim lim 2

2x x x

x xf x
x x®-¥ ®-¥ ®-¥

+
= = =

+
)و ) 2 3 2lim lim lim 2

2x x x

x xf x
x x®+¥ ®+¥ ®+¥

+
= = =

+

2yیعني المستقیم ذا المعادلة )مقارب أفقي للمنحنى= )fC.

( )
2 2

2 3lim lim
2x x

xf x
x+ +®- ®-

+
= = -¥

+

)و )
2 2

2 3lim lim
2x x

xf x
x- -®- ®-

+
= = +¥

+
2xیعني المستقیم ذا العادلة مقارب عمودي للمنحنى.=

:1طریقة )3

( ) 2 3
2

xf x
x
+

=
+

2نستعمل القاعدة التالیة : 

u uv uv
v v

¢ ¢ ¢-æ ö =ç ÷
è ø

لدینا:Dمنxلكل

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )2 2

2 3 2 2 3 2 2 2 1 2 32 3
2 2 2

x x x x x xxg x
x x x

¢ ¢¢ + + - + + + - ´ ++æ ö¢ = = =ç ÷+è ø + +

( )
( ) ( )2 2

2 4 2 3 1 0
2 2

x xf x
x x
+ - -¢ = = >

+ +
Dمنxلكل

)لدینا:Dمنxلكل:2طریقة  )
( ) ( )2 2

2 3
1 2 1

2 2
f x

x x
¢ = =

+ +

)یعني: ) ( ) 0x D f x¢" Î >
)جدول تغیرات الدالة.4

تحدید نقط التقاطع مع محور الأفاصیل نحل المعادلة :)5

( ) 0f x 2یعني= 3 0
2

x
x
+

=
+

2یعني  3 0x+ =

3یعني 
2

x -
ومنھ نقطة التقاطع مع محور الأفاصیلھي  :=

3;0
2

A -æ ö
ç ÷
è ø

))نقط تقاطع6 )fCالمنحنى الممثل للدالةfمع محور
)الأراتیبنحسب فقط : )0f

( ) 30
2

f ;30ومنھ نقطة التقاطع ھي: =
2

B æ ö
ç ÷
è ø

fC)رسم: 7
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)المعرفة كالتالي :   fنعتبر الدالة :14تمرین ) 24 2 2f x x x= + -

)و حددfDحدد.1 )f x¢

)أحسب : .2 )lim
x

f x
®-¥

)=-2بین  : .3 )lim
x

f x
x®-¥

)و أحسب :  )lim 2
x

f x x
®-¥

+

¥-بجوار fأستنتج معادلة المقارب المائل لمنحنى الدالة .4
})1بة :أجو }2/ 4 2 2 0fD x x x= Î + - ³¡

24 2 2 0x xÛ + - =22 1 0x x+ - =

( ) ( ) ( )2 22 4 1 4 2 1 1 8 9 3 0b acD = - = - ´ ´ - = + = = >
0Dبما أن fلھا جذرین ھما: فان ھذه الحدودیة

1
1 3 2 1

2 2 4 2
x - +
= = =

´
و  

2
4 1

4
x -
= = ومنھ جدول الاشارة :-

[ومنھ:  ] 1; 1 ;
2fD é é= -¥ - È +¥ê êë ë

] [ 1; 1 ;
2

x ù é" Î -¥ - È +¥ú êû ë

( ) ( ) ( )2
2

2 2 2

4 2 2 8 2 4 14 2 2
2 4 2 2 2 4 2 2 4 2 2

x x x xf x x x
x x x x x x

¢+ -¢ + +¢ = + - = = =
+ - + - + -

2(( ) 2lim lim 4 2 2
x x

f x x x
®-¥ ®-¥

= + -

2:لدینا 2lim 4 2 2 lim 4
x x

x x x
®-¥ ®-¥

+ - = = )ومنھ ¥+ )lim
x

f x
®-¥

= +¥

3(( )
2

2 22

2 24
4 2 2l i m l i m l i m

x x x

xx
f x x xx x

x x x® - ¥ ® - ¥ ® - ¥

æ ö+ -ç ÷+ - è ø= =

2
2 24

l i m
x

x
x x

x® - ¥

+ -
=

x:لدینا ® xومنھ : ¥- x= -

ومنھ 

2

2

2 24 2 2lim lim 4 4 2
x x

x
x x a

x x x® -¥ ® -¥

- + -
= = - + - = - = - =

( )
( )( )

( )
2 2

2

2

4 2 2 2 4 2 2 2
lim 2 lim 4 2 2 2 lim

4 2 2 2x x x

x x x x x x
f x x x x x

x x x®-¥ ®-¥ ®-¥

+ - + + - -
+ = + - + =

+ - -
2 2

2 2 2

4 2 2 4 2 2 2 2lim lim lim
2 2 2 2 2 24 2 4 2 4 2

x x x

x x x x x

x x x x x x
x x x x x x

®-¥ ®-¥ ®-¥

+ - - - -
= = =

+ - - - + - - - + - -

2 2

2 22 2 2 1lim lim
4 22 2 2 24 2 4 2

x x

x
x x b

x
x x x x

® -¥ ® -¥

æ ö- -ç ÷
è ø= = = - = - =

æ ö æ ö
- + - + - + - +ç ÷ ç ÷

è ø è ø

yھ : ومن)4 ax b= أي +
12
2

y x=- fمقارب مائل لمنحنى الدالة -

¥-بجوار 


