
الأستاذ : عثماني نجیب http:// xyzmath.e-monsite.com1

المملكة المغربیة
وزارة التربیة الوطنیة

الأكادیمیة الجھویة  للتربیة والتكوین 
للجھة الشرقیة

-وجدة- النیابة الإقلیمیة  

الثانیة باك آداب وعلوم انسانیةجمیع دروس 
مع تمارين 

وأمثلة وأنشطة محلولة

إعداد : نجیب عثماني
)لثانوي تأھیلي الدرجة الممتازة(أستاذ ا

2017/2016السنة الدراسیة : 

« c’est en forgeant que l’on devient forgeron » dit un
proverbe.

c’est en s’entraînant régulièrement aux calculs et

exercices que l’on devient un mathématicien
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المادة: الریاضیاتأكادیمیة الجھة الشرقیة
نیابة وجدة

االباكالوريمن سلك الثانیةةمستوى: السن
العلوم الشرعیة و مسلك اللغة العربیةكالأصیل: مسلشعبة التعلیم ·
مسلك العلوم الإنسانیةمسلك الآداب و شعبة الآداب و العلوم الإنسانیة:·

المتتاليات الترجعيةفي درس  1مذكرة رقم  

الأھداف القدرات المنتظرة من الدرس :

I.المتتالیات الحسابیة: تذكیر
لاحظ ثم أتمم بأربعة أعداد ملائمة لتسلسل كل متتالیة من المتتالیات التالیة :نشاط:

1(0 ,2 ,4 ,6 ,8 ,10............. ,
2(6 ,3 ,0 ,3- ,6- ,9- ,12-.............,
3(1 ,3 ,9 ,27 ,81,243............. ,
4(1 ,1

2
 ,1

4
 ,1

8
 ,1

16
 ,1

32
............. ,

5(1 ,4 ,9 ,16 ,25,36.............,
)نعتبر المتتالیة العددیة:1مثال ) 0n n

u
³

2المعرفة بالصیغة الصریحة التالیة :  1nu n= -n" Î¥

0uأحسب حدھا الأول ·
)الحدود الأربعة الأولى للمتتالیة أحسب · ) 0n n

u
³

أحسب ·
1n nu u+ -n" Î¥

0:الجواب  2 0 1 0 1 1u = ´ - = - = -

1 2 1 1 2 1 1u = ´ - = - =

2 2 2 1 4 1 3u = ´ - = - =

3 2 3 1 6 1 5u = ´ - = - =
2العدد ونلاحظ أن أن فرق حدین متتالین ھ

( ) ( ) ( ) ( )1 2( 1) 1 2 1 2 2 1 2 1n nu u n n n n+ - = + - - - = + - - -

)ن:اذ ) ( ) ( ) ( )2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1n n n n n n= + - - - = + - - = + - +1 2n nu u r+ - = =

)ومنھ المتتالیة ) 0n n
u

2rھي حسابیة أساسھا :³ =

)نقول إن :تعریف.1 )n n I
u

Î
1nبحیث : rمتتالیة حسابیة  إذا وجد عدد حقیقي  nu u r+ = +0n n" ³

)یسمى أساس المتتالیة rالعدد الحقیقي  )
0n n n

u
³

1مذكرة رقم : 
الأستاذ : عثماني نجیب
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)نعتبر المتتالیة العددیة :1تمرین )nu : 2المعرفة كالتالي 3nu n= +n" Î¥

1nأحسب : .1 nu u+ -
ماذا تستنتج ؟.2

الجواب :
( ) ( ) ( ) ( )1 2( 1) 3 2 3 2 2 3 2 3n nu u n n n n+ - = + + - + = + + - +

( ) ( ) ( ) ( )2 2 3 2 3 2 5 2 3 2 5 2 3n n n n n n= + + - + = + - + = + - -

1اذن :   2n nu u r+ - = =

)ومنھ المتتالیة  )n n I
u

Î: 2ھي حسابیة أساسھاr =

:nصیغة الحد العام للمتتالیة بدلالة .2
)إذا كانت  )nu متتالیة حسابیة  أساسھاr 0وحدھا الأولu : فان( )0 0nu u n r= + -

)إذا كانت  )nu متتالیة حسابیة  أساسھاr 1وحدھا الأولu : فان( )1 1nu u n r= + -

)إذا كانت  )nu متتالیة حسابیة  أساسھاr 2وحدھا الأولu : فان( )2 2nu u n r= + -

مجموع حدود متتابعة لمتتالیة حسابیة  :.3
)لتكن  )n n I

u
Î

متتالیة حسابیة  
1نضع 2n p p p nS u u u u+ += + + 0nحیث+×××+ p n³f

)لدینا   )1
2

n p
n

u u
S n p

+æ ö
= - + ç ÷

è ø

1المجموع 2n p p p nS u u u u+ += + + )علىیحتوي +×××+ )1n p- حد+
:  مثال

)لتكن .1 )nu 1متتالیة حسابیة  أساسھا
2

r 0و حدھا الأول   = 1u =

1أحسب المجموع التالي :    3 4 5 30S u u u u= + + + ×××+

)لتكن .2 )nu 2متتالیة حسابیة  أساسھاr = 0و حدھا الأول   - 4u =
2أحسب المجموع التالي :    7 8 9 25S u u u u= + + + ×××+

))1الجواب : ) 3 30
1 3 4 5 30 30 3 1

2
u uS u u u u +

= + + +×××+ = - +

( ) 3 30
1 28

2
u uS +

=

)وبما أن  )nu 1متتالیة حسابیة  أساسھا
2

r 0وحدھا الأول = 1u )فان : = )0 0nu u n r= + -

)أي:  ) 11 0
2nu n= + 1أي: -

2n
nu = +

ومنھ نحسب:  
3

3 51
2 2

u = + و: =
30

30 321 16
2 2

u = + = =

)وبالتالي:  ) 3 30
1

5 3728 14 16 14 7 37 259
2 2 2

u uS + æ ö æ ö= = + = = ´ =ç ÷ ç ÷
è ø è ø

2(( ) ( )7 25 7 25
2 7 8 9 25 25 7 1 19

2 2
u u u uS u u u u + +

= + + +×××+ = - + =

)وبما أن  )nu 2متتالیة حسابیة  أساسھاr = 0وحدھا الأول - 4u )فان : = )0 0nu u n r= + -

)أي:  )( )4 0 2nu n= + - 4أي: - 2nu n= -

7ومنھ نحسب:   4 2 7 4 14 10u = - ´ = - = 25و: - 4 2 25 4 50 46u = - ´ = - = -

)وبالتالي:  ) ( ) ( )7 25
2

10 46 5619 19 19 19 28 532
2 2 2

u uS + - +- -
= = = = ´- =-

)نعتبر المتتالیة العددیة :2تمرین ) 0n nu
³

3المعرفة بالصیغة التالیة :  1nu n= +n" Î¥

)تحقق أن .1 ) 0n nu
³

حسابیة
6أحسب المجموع : .2 1 2 3 6S u u u u= + + + ×××+

)1الجواب :
( ) ( ) ( ) ( )1 3( 1) 1 3 1 3 3 1 3 1 3n nu u n n n n+ - = + + - + = + + - + =
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1اذن :   3n nu u r+ - = )ومنھ= ) 0n nu
³

حسابیة

2(( ) 1 6
6 1 2 6 6 1 1

2
u uS u u u +

= + + ×× ×+ = - +

( ) ( )1 6
6 1 66 3

2
u uS u u+

= = +

)وبما أن  )nu 3متتالیة حسابیة  أساسھاr 0وحدھا الأول = 1u )فان : = )0 0nu u n r= + -

)أي:  )1 0 3nu n= + 1أي: - 3nu n= +

1ومنھ نحسب:  1 3 1 4u = + ´ 6و = 1 3 6 19u = + ´ =

)وبالتالي:  )6 3 4 19 3 23 69S = + = ´ =

)نعتبر متتالیة حسابیة :3تمرین ) 0n nu
³

2rأساسھا  :  0وحدھا الأول   = 3u =

3uو2uو 1uأحسب .1
nبدلالة nuأكتب .2
6أحسب المجموع : .3 1 2 3 10S u u u u= + + + ×××+

1)1الجواب : 0 3 2 5u u r= + = + =

2 1 5 2 7u u r= + = + =

3 2 7 2 9u u r= + = + =

)وبما أن )2 )nu 2متتالیة حسابیة  أساسھاr 0وحدھا الأول = 3u )فان : = )0 0nu u n r= + -

)أي:  )3 2 0nu n= + 2أي: - 3nu n= +

3(( ) 0 10
0 1 10 10 0 1

2
u uS u u u +

= + + ×××+ = - +

( )0 10
6 10

1111 3
2 2

u uS u+
= = +

10ومنھ نحسب:  2 10 3 23u = ´ + =

)وبالتالي:  )11 113 23 26 11 13 143
2 2

S = + = ´ = ´ =

II.المتتالیات الھندسیة
)نقول إن تعریف:.1 )n n Iu

Î
1nبحیث :    qمتتالیة ھندسیة  إذا وجد عدد حقیقي  nu qu+ =0n n" ³

)یسمى أساس المتتالیة qالعدد الحقیقي  )
0

n n nu
³

):  نعتبر المتتالیة العددیة مثال ) 0n nu
³

2المعرفة بالصیغة الصریحة التالیة :  3n
nu = ´n" Î¥

0uأحسب حدھا الأول .1
1nأحسب .2

n

u
u
+n" Î¥ماذا تستنتج?

)1الجواب :
0

0 2 3 2 1 2u = ´ = ´ =

2(
1 1 1

11 2 3 3 3 3 3 3
2 3 3 3

n n n
n

n n n
n

u q
u

+ +
+ ´ ´
= = = = = =

´

)اذن: المتتالیة  ) 0n nu
³

3ھندسیة  أساسھا  q= 0وحدھا الأول 2u =

)نعتبر المتتالیة العددیة :4تمرین )nu  : 23المعرفة كالتالي
5

n

nu æ ö= ´ç ÷
è ø

n" Î¥

)بین أن    )nuمتتالیة ھندسیة و حدد أساسھا و حدھا الأول

)1الجواب :
0

0
23 3 1 3
5

u æ ö= ´ = ´ =ç ÷
è ø

2(
1 1 1

1

2 2 2 23
25 5 5 5
52 2 23

5 5 5

n n n

n
n n n

n

u
q

u

+ +

+

æ ö æ ö æ ö æ ö´ ´ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø è ø= = = = =
æ ö æ ö æ ö´ ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø

)اذن: المتتالیة  ) 0n nu
³

2ھندسیة  أساسھا 
5

q= 0وحدھا الأول 3u =
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:nصیغة الحد العام للمتتالیة بدلالة .2
)إذا كانت  )nu أساسھا ھندسیة  متتالیةq 0وحدھا الأول غیر منعدمu : 0فان

0
n

nu u q -=

)إذا كانت  )nu متتالیة ھندسیة  أساسھاq 1غیر منعدم وحدھا الأولu : 1فان
1

n
nu u q -=

)إذا كانت نتیجة :   )
0

n n nu
³

nفان : غیر منعدمqأساسھا ھندسیة  متتالیة  m
n mu u q 0nلكل =- n³ 0وm n³

)نعتبر المتتالیة الھندسیة مثال: )nu 0بحیث حدھا الأول 81u 1وأساسھا : =
3

q =

nبدلالة nuأكتب .1
3uو2uو 1uأحسب .2
1nuبحیث nالصحیح الطبیعيحدد العدد .3 =

)نعلم أن  ))1الأجوبة :   ) 0n nu
³

1متتالیة ھندسیة  أساسھا 
3

q 0وحدھا الأول = 81u =

0اذن:
0

n
nu u q :ومنھ=-

181
3

n

nu æ ö= ´ç ÷
è ø

2(
1

1
1 8181 27
3 3

u æ ö= ´ = =ç ÷
è ø

و 
2

2
1 8181 9
3 9

u æ ö= ´ = =ç ÷
è ø

و 
3

3
1 8181 3
3 27

u æ ö= ´ = =ç ÷
è ø

3(1nu یعني =
181 1
3

n
æ ö´ =ç ÷
è ø

یعني 
181 1
3n´ یعني =

81 1
3n 81یعني = 3n= 4یعنيn =

)نعتبر المتتالیة الھندسیة :5تمرین )nu 0بحیث حدھا الأول 5u 3و = 40u =

)تحقق أن أساس المتتالیة .1 )nu 2ھوq =

nبدلالة nuأكتب .2
4uأحسب .3
160nuبحیث nحدد العدد الصحیح الطبیعي.4 =

)نعلم أن  ))1الأجوبة :   ) 0n nu
³

متتالیة ھندسیة  اذن : 

3اذن: 0
3 0u u q :یعني =-

340 5q= یعني:
3 40

5
q :یعني =

3 8q 2q:یعني = =

2 (( )5 2 n
nu = ´

3(
1

1
1 8181 27
3 3

u æ ö= ´ = =ç ÷
è ø

و 
2

2
1 8181 9
3 9

u æ ö= ´ = =ç ÷
è ø

)و  )4
4 5 2 5 16 80u = ´ = ´ =

4(
1

1
1 8181 27
3 3

u æ ö= ´ = =ç ÷
è ø

و 
2

2
1 8181 9
3 9

u æ ö= ´ = =ç ÷
è ø

5و  42 2 80 160u u= ´ = ´ =

5nومنھ :  =
:ھندسیة  مجموع حدود متتابعة لمتتالیة .3

)لتكن  )n n Iu
Î

0نضعغیر منعدمqھندسیة  أساسھا متتالیة  1 2n nS u u u u= + + + × ×× +

1qإذا كان  1فان :¹

0
1
1

n

n
qS u
q

+æ ö-
= ç ÷-è ø

)نعتبر المتتالیة العددیة :6تمرین ) 0n nu
³

1المعرفة بالصیغة التالیة :  3n nu U+ = 0و´ 2u =n" Î¥

)تحقق أن .1 ) 0n nu
³

ھندسیة
nبدلالة nUعبر عن .2
1أحسب المجموع : .3 2 3 5nS u u u u= + + + ×××+

)1الجواب :
1 3 3n n

n n

u u q
u u
+ ´
= = =

3ھندسیة  أساسھا اذن: المتتالیة  q= 0وحدھا الأول 3u =
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2(( ) 0n nu
³

3ھندسیة  أساسھا  q= 0وحدھا الأول 3u =

0اذن:
0

n
nu u q )أي:=- ) ( ) ( ) 113 3 3 3 3n n n

nu += ´ = ´ =

3(
5 1 1 5

1 2 3 5 1 1
1 1

1 1n
q qS u u u u u u

q q

- +- -
= + + +×××+ = ´ = ´

- -

1uنحسب:
1 1 2

1 3 3 9u += = =
5 51 3 1 3 1 243 2429 9 9 9 1029

1 3 2 2 2nS - - - -
= ´ = ´ = ´ = ´ =

- - - -
III. 1المتتالیات من صنفn nU aU b+ = +

)نعتبر المتتالیة العددیة :1مثال  )nu : 0المعرفة بالعلاقة الترجعیة التالیة

1

1
2 3n n

u
u u+

=ì
í = +î

)أحسب الحدود الأربعة الأولى للمتتالیة  )nu

0فنجد :0ب  nنعوض الجواب : 1 02 3 2 1 3 2 3 5u u+ = ´ + = ´ + = + =

1اذن : 5u =

1فنجد :1ب  nنعوض  1 12 3 2 5 3 10 3 13u u+ = ´ + = ´ + = + =

2اذن : 13u =

2فنجد :2ب  nنعوض  1 22 3 2 13 3 26 3 29u u+ = ´ + = ´ + = + =

3اذن : 29u =

ھذه المتتالیة تسمى متتالیة ترجعیھملاحظة : 
)نعتبر المتتالیة العددیة :2مثال  )nu 1كالتالي :   المعرفة

0

2 2
2

n nu u
u

+ = +ì
í =î

n" Î¥

)ونعتبر المتتالیة العددیة  )nv : 2المعرفة كالتاليn nv u= +n" Î¥

1vو 0vو2uو 1uأحسب .1
1nأحسب   .2

n

v
v

)و استنتج طبیعة المتتالیة + )nv

nبدلالة nvأكتب .3
nبدلالة nuاستنتج  .4

0فنجد :0ب  nنعوض )1الجواب : 1 02 2 2 2 3 4 3 7u u+ = ´ + = ´ + = + =

1اذن : 7u =

1فنجد :1ب  nنعوض  1 12 2 2 7 2 14 2 16u u+ = ´ + = ´ + = + =

2اذن : 16u =

0فنجد :0ب  nنعوض : 0 2 2 2 4v u= + = + =

1فنجد :1ب  nنعوض  1 2 7 2 9v u= + = + =

2(( )1 1 2 22 2 2 2 2 4 2
2 2 2 2

nn n n n

n n n n n

uv u u u q
v u u u u
+ + ++ + + +
= = = = = =

+ + + +

)اذن: المتتالیة  )nv 2ھندسیة  أساسھا q= 0وحدھا الأول 4v =

nبدلالة nvكتابة  )3

)بما أن المتتالیة  )nv 2ھندسیة  أساسھا q= 0وحدھا الأول 4v =

0فان:
n

nv v q= 4:أي´ 2n
nv = ´

nبدلالة nuاستنتاج  )4

2nلدینا: nv u= 2nاذن:+ nv u- =

4أي: 2 2n
nu = ´ -
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)نعتبر المتتالیة العددیة :7تمرین )nu            : 1المعرفة كالتالي

0

1 1
2 2

3

n nu u

u

+
ì = -ï
í
ï =î

n" Î¥

)ونعتبر المتتالیة العددیة  )nv : 1المعرفة كالتاليn nv u= +n" Î¥

1vو 0vو 2uو 1uأحسب .1

)بین أن .2 )nv 1متتالیة ھندسیة  أساسھا
2

nبدلالة nuاستنتج  و nبدلالة nvأكتب .3
0المجموع :  nأحسب بدلالة .4 1 2 nS v v v v= + + + ×××+

0فنجد:0بnنعوض )1الجواب: 1 0
1 1 1 3 33 3 3
2 2 2 2 2

u u+ = ´ - = ´ - = - =-

1اذن :
3
2

u = -

1فنجد :1ب  nنعوض  1 1
1 1 1 3 3 93 3
2 2 2 2 4 4

u u+ = ´ - = ´ - = - 2اذن :-=
9
4

u = -

0فنجد :0ب  nنعوض  0 1 3 1 4v u= + = + = .

1فنجد :1ب  nنعوض  1
3 11 1
2 2

v u= + = - + = -

2(
( )

1 1

1 1 1 1 11 11 12 2 2 2 2
1 1 1 1 2

n n n
n n

n n n n n

u u uv u q
v u u u u
+ +

- + + ++
= = = = = =

+ + + +

)اذن: المتتالیة  )nv 1ھندسیة  أساسھا
2

q= 0وحدھا الأول 4v =

nبدلالة nvكتابة  )3

)بما أن المتتالیة  )nv 1ھندسیة  أساسھا
2

q= 0وحدھا الأول 4v =

0فان:
n

nv v q= 14أي:´
2

n

nv æ ö= ´ç ÷è ø

nبدلالة nuاستنتاج  
1nلدینا: nv u= 1nاذن:+ nv u- =

14أي: 1
2

n

nu æ ö= ´ -ç ÷
è ø

4(0 1 2 nS v v v v= + + + ×××+
1 1

10 1

0

1 11 1
1 12 23 3 6 11 11 21

2 2

n n

nn

n
qS v

q

+ +

+- +
æ ö æ ö- -ç ÷ ç ÷ æ ö- æ öè ø è ø= ´ = ´ = ´ = ´ -ç ÷ç ÷ç ÷- è øè ø-

): نعتبر المتتالیة العددیة 8تمرین )nu   : المعرفة كالتالي

1

0

3 1
2
1

n nu u

u

+
ì = -ï
í
ï = -î

n" Î¥

)ونعتبر المتتالیة العددیة  )nv : 2المعرفة كالتاليn nv u= -n" Î¥

1vو 0vو 2uو 1uأحسب .1

)بین أن .2 )nv 3متتالیة ھندسیة  أساسھا
2

nبدلالة nuاستنتج  و nبدلالة nvأكتب .3
فنجد:0بnنعوض )1الجواب:

( )0 1 0
3 3 3 3 2 51 1 1 1
2 2 2 2 2 2

u u+ = ´ - = ´ - - =- - =- - 1اذن :-=
5
2

u = -

فنجد :1ب  nنعوض
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1 1 1
3 3 5 15 15 4 191 1 1
2 2 2 4 4 4 4

u u+
æ ö= ´ - = ´ - - =- - =- - =-ç ÷
è ø: 2اذن

15
4

u = -

0فنجد :0ب  nنعوض : 0 2 1 2 3v u= - = - - = -

1فنجد :1ب  nنعوض 
5 5 4 92
2 2 2 2

v = - - = - - = -

2(
( )

1 1

3 3 3 6 31 2 3 22 32 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2

n n n n
n n

n n n n n n

u u u uv u q
v u u u u u
+ +

- - - - --
= = = = = = =

- - - - -

)اذن: المتتالیة  )nv 3ھندسیة  أساسھا
2

q= 0وحدھا الأول 4v =

nبدلالة nvكتابة  )3

)بما أن المتتالیة  )nv 3ھندسیة  أساسھا
2

q= 0وحدھا الأول 3v = -

)فان: ) 33
2

n

nv æ ö= - ´ç ÷
è ø

nبدلالة nuاستنتاج  

2nلدینا: nv u= 2nاذن:- nv u+ 33أي:= 2
2

n

nu æ ö= - +ç ÷
è ø

)نعتبر المتتالیة العددیة :9تمرین )nu  : المعرفة كالتالي

1

0

1 3
2

2

n nu u

u

+
ì = -ï
í
ï =î

n" Î¥

)ونعتبر المتتالیة العددیة  )nv : 6المعرفة كالتاليn nv u= +n" Î¥

1vو 0vو 2uو 1uأحسب .1

)بین أن .2 )nv 1متتالیة ھندسیة  أساسھا
2

nبدلالة nuاستنتج  و nبدلالة nvأكتب .3

0فنجد:0بnنعوض )1الجواب: 1 0
1 13 2 3 1 3 2
2 2

u u+ = ´ - = ´ - = - = 1اذن :- 2u = -

)فنجد :1ب  nنعوض  )1 1 1
1 13 2 3 1 3 4
2 2

u u+ = ´ - = ´ - - = - - = 2اذن :-
15
4

u = -

0فنجد :0ب  nنعوض : 0 6 2 6 8v u= + = + =

1فنجد :1ب  nنعوض  1 6 2 6 4v u= + = - + =

2(
( )

1 1

1 1 1 6 13 6 3 66 12 2 2 2 2
6 6 6 6 6 2

n n n n
n n

n n n n n n

u u u uv u q
v u u u u u

+ +
- + + + ++

= = = = = = =
+ + + + +

)اذن: المتتالیة  )nv 1ھندسیة  أساسھا
2

q= 0وحدھا الأول 8v =

nبدلالة nvكتابة  )3

)بما أن المتتالیة  )nv 1ھندسیة  أساسھا
2

q= 0وحدھا الأول 8v =

18فان:
2

n

nv æ ö= ´ç ÷
è ø

nبدلالة nuاستنتاج  

6nلدینا: nv u= 6nاذن:+ nv u- 18أي:= 6
2

n

nu æ ö= -ç ÷
è ø



الأستاذ : عثماني نجیب http:// xyzmath.e-monsite.com9

)نعتبر المتتالیة العددیة :10تمرین )nu            : 1المعرفة كالتالي

0

2 1
3

10

n nu u

u

+
ì = +ï
í
ï =î

n" Î¥

)ونعتبر المتتالیة العددیة  )nv : 3المعرفة كالتاليn nv u= -n" Î¥

1vو 0vو 2uو 1uأحسب .1

)بین أن .2 )nv 2متتالیة ھندسیة  أساسھا
3

nبدلالة nuاستنتج  و nبدلالة nvأكتب .3

0فنجد:0بnنعوض )1الجواب: 1 0
2 2 20 20 3 231 10 1 1
3 3 3 3 3 3

u u+ = ´ + = ´ + = + = + 1اذن :=
23
3

u =

1فنجد :1ب  nنعوض  1 1
2 2 23 46 46 9 551 1 1
3 3 3 9 9 9 9

u u+ = ´ = ´ + = + = + 2اذن :=
55
9

u =

0فنجد :0ب  nنعوض  0 3 10 3 7v u= - = - =

1فنجد :1ب  nنعوض  1
23 23 9 143 3
3 3 3 3

v u= - = - = - =

2(
( )

1 1

2 2 2 6 21 3 2 33 23 3 3 2 3
3 3 2 2 2 3

n n n n
n n

n n n n n n

u u u uv u q
v u u u u u

+ +
+ - - - --

= = = = = = =
- - - - -

)اذن: المتتالیة  )nv 3ھندسیة  أساسھا
2

q= 0وحدھا الأول 7v =

nبدلالة nvكتابة  )3

)بما أن المتتالیة  )nv 2ھندسیة  أساسھا
3

q= 0وحدھا الأول 7v =

27فان:
3

n

nv æ ö= ´ç ÷
è ø

nبدلالة nuاستنتاج  

3nلدینا: nv u= 3nاذن:- nv u+ 27أي:= 3
3

n

nu æ ö= +ç ÷
è ø
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نهاية متتاليةفي درس  2مذكرة رقم  
الأھداف القدرات المنتظرة من الدرس :

I. متتالیات مرجعیة نھایتھا+¥
limحسب النھایات التالیة : أ:نشاط

x
x

®+¥
2limو   

x
x

®+¥
3limو   

x
x

®+¥
7limو   

x
x

®+¥
limو   

x
x

®+¥
2limو  9

x
x

®+¥
43limو  

8x
x

®+¥
و   

6lim 3
x

x
®+¥

limو    7
x

x
®+¥

limو   
x

x
®+¥

2limو    -
x

x
®+¥

3limو    -
x

x
®+¥

7limو   - 4
x

x
®+¥

limو   - 6
x

x
®+¥

-

ابھة : فإننا نحصل على نتائج مش¥أو جزء من ¥ولكون المتتالیة  العددیة ھي نوع من الدوال العددیة  معرفة على 
:1خاصیة

)المتتالیات المرجعیة  : )n  و( )2nو( )3n   و( )nو( )pn حیثpÎ¥4وp ¥+الى nعندما تؤول ¥+تؤول الى ³

limونكتب :   
n

n
®+¥

= 2limو  ¥+
n

n
®+¥

= limو    ¥+ p

n
n

®+¥
= limو   ¥+

n
n

®+¥
= +¥

:2خاصیة 
)إذا كانت  )nu فان المتتالیة ¥+متتالیة مرجعیة نھایتھا( )nu- تؤول الى-¥

II. 0متتالیات مرجعیة نھایتھا
1المتتالیات المرجعیة  :خاصیة:

n
æ ö
ç ÷
è ø

و
2

1
n

æ ö
ç ÷
è ø

و 
3

1
n

æ ö
ç ÷
è ø

1و
pn

æ ö
ç ÷
è ø

1و
n

æ ö
ç ÷
è ø

4pو¥pÎحیث  ¥+الى nعندما تؤول 0تؤول الى ³
ونكتب :

2

1lim 0
n n®+¥

1limو= 0pn n®+¥
1limو   = 0

n n®+¥
=

4limحسب النھایات التالیة :    أ:  1تمرین
n n®+¥

3و 

2lim
n n®+¥

6limو   -
n n®+¥

2limو   -
n n®+¥

7و      

8lim
n n®+¥

5lim 3
n

n
®+¥

61limو   -
2n

n
®+¥

9limو   - 2
n

n
®+¥

4lim:    أجوبة 0
n n®+¥

3و =

2lim 0
n n®+¥

-
6limو   = 0

n n®+¥

-
2limو   = 0

n n®+¥
7و      =

8lim 0
n n®+¥

=

5lim 3
n

n
®+¥

- = 61limو   ¥-
2n

n
®+¥

- = 9limو   ¥- 2
n

n
®+¥

= +¥

2مذكرة رقم : 
الأستاذ : عثماني نجیب
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IV.متتالیات نھایتھا عدد

1limحسب النھایات التالیة :  أمثال : 3
n n®+¥

3و +

4lim 7
n n®+¥

-
4limو   - 5

n n®+¥
2limو  +

n n®+¥
7و      

8lim
n n®+¥

1lim:   أجوبة 3 0 3 3
n n®+¥

+ = + 3و =

4lim 7 0 7 7
n n®+¥

-
- = - 4limو   -= 5 0 5 5

n n®+¥
+ = + 2limو  = 0

n n®+¥
7و      =

8lim 0
n n®+¥

=

ملاحظات :
كل متتالیة تكون نھایتھا عددا حقیقیا تسمى متتالیة متقاربة·
كل متتالیة غیر متقاربة  تسمى متتالیة متباعدة·

V. نھایة المتتالیة( )na

عددا حقیقیاaلیكن خاصیة: 
1aإذا كان : .1 f : فان( )na تؤول إلى+¥

1aإذا كان : .2 )فان : = )na 1تؤول إلى

1إذا كان : .3 1a- p p : فان( )na 0تؤول إلى

1aإذا كان : .4 £ )فان : المتتالیة - )na لیست لھا نھایة

limحسب النھایات التالیة :أأمثلة : 2n

n®+¥
  ,2lim

3

n

n®+¥

æ ö
ç ÷
è ø

    ,( )lim 5 n

n®+¥
-

lim:   :أجوبة 2 =+n

n®+¥
2لأن:¥ 1a = >2lim =0

3

n

n®+¥

æ ö
ç ÷
è ø

21لأن : 1
3

a- < = <

( )5 n-:5لیست لھا نھایة لأن 1a = - < -

)أحسب النھایات التالیة :  :2تمرین )lim 0,7 n

n®+¥
  ,( )lim 2

n

n®+¥
( ) 1lim 3

2
n

nn®+¥
-,( )lim 2 n

n®+¥
-,( )lim 4 n

n

-

®+¥
   ,( )

( )
5

lim
4

n

nn®+¥

 ,

):   :أجوبة )lim 0.7 =0n

n®+¥
1لأن : 0.7 1a- < = <

lim 2 =+
n

n®+¥
2لأن:¥ 1a = )و < ) 1lim 3 0

2
n

nn®+¥
- = +¥- = +¥

( )2 n-:2لیست لھا نھایة لأن 1a = - < -

( )
( )

1 1lim 4 lim lim 0
44

n
n

nn n n

-

®+¥ ®+¥ ®+¥

æ ö= = =ç ÷
è ø

11لأن : 1
4

a- < = )و > )
( )
5 5lim lim

44

n n

nn n®+¥ ®+¥

æ ö= = +¥ç ÷
è ø

5لأن: 1
4

a = >

VI.العملیات على النھایات
)لتكن  )nu و( )nv متتالیتین عددیتین  وl وl¢أعدادا حقیقیة نقبل أن  العملیات على المتتالیات العددیة ھي نفسھا على الدوال العددیة

و الضربالجمع.1

:و الخارجالمقلوب.2

-¥-¥+¥-¥+¥llim nu

+¥-¥+¥lll¢lim nv

ش غ م
-¥+¥+¥+¥

l l ¢+( )lim n nu v+

¥+¥-¥+¥-¥-¥+¥+¥llim nu

0-¥-¥+¥0l p0l f0lp0l fl¢lim nv

ش
غ 
م

-¥+¥+¥+¥-¥-¥+¥
l l¢´( )lim n nu v´

-¥+¥0-0+0l ¹lim nu

0-0+-¥+¥
1
l

1lim
u
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)1التالیة :النھایات :  أحسب أمثلة
2

2 2 5lim 1
33

n

n nn®+¥

æ ö- + -ç ÷
è ø

2(1 2lim 3 1
n n n®+¥

æ öæ ö- + +ç ÷ç ÷è øè ø
3(2

2

4 3 7lim
3 5n

n n
n®+¥

- -
+

4(( ) ( )
( )

3 2
lim

2

n n

nn®+¥

+

2lim (5
n

n n
®+¥

-
6     (

lim 2
n

n n
®+¥

-

)1:أجوبة
2

2 2 5lim 1 0 0 0 1 1
33

n

n nn®+¥

æ ö- + - = - + - = -ç ÷
è ø

21لأن: 1
3

a- < = و>
2lim 0
3n n®+¥

2و=

5lim 0
n n®+¥

=

2(
( )( ) ( )( )1 2lim 3 1 3 0 1 0 3 1 3

n n n®+¥

æ öæ ö- + + = - + + = - = -ç ÷ç ÷è øè ø
1limلأن: 0

n n®+¥
و =

2lim 0
n n®+¥

=

3(

2
2 2 2

2
2

2 2

3 7 3 74 4
4 3 7 4lim lim lim

5 53 5 33 3
n n n

n
n n n n n n

n n
n n

®+¥ ® +¥ ® +¥

æ ö æ ö- - - -ç ÷ ç ÷- - è ø è ø= = =
+ æ ö æ ö+ +ç ÷ ç ÷

è ø è ø

3limلأن: 0
n n®+¥

2و =

7lim 0
n n®+¥

2و =

5lim 0
n n®+¥

=

5(
2lim

n
n n

®+¥
¥-¥+الحساب مباشرة نحصل على شكل غیرمحدد من قبیل :-

4(
( )2lim lim 1

n n
n n n n

®+¥ ®+¥
- = - = limلأن:¥+

n
n

®+¥
= limو ¥+ 1

n
n

®+¥
- = =¥+´¥+و ¥+ +¥21 1

3
a- < = <

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

3 2 3 2 3lim lim lim 1 1
22 2 2

n n n n n

n n nn n n®+¥ ®+¥ ®+¥

+ æ ö= + = + = +¥+ =+¥ç ÷
è ø

6(
lim 2
n

n n
®+¥

¥-¥+الحساب مباشرة نحصل على شكل غیرمحدد من قبیل :-

ملاحظة :
vنھایة متتالیة حدودیة ھي نھایة حدھا الأكبر درجة
v.نھایة متتالیة جذریة ھي خارج نھایة حدیھا الأكبر درجة

)1:  أحسب النھایات التالیة :   3تمرین
2

15
lim 73

n

n

n
®+¥

+

-
2(3 2lim 4 5 3 1

n
n n n

®+¥
- + -3(3 5lim 6 2 7 9

n
n n n

®+¥
- + -4(9 3lim

3 5n

n
n®+¥

-
+

5(
26 9lim

3 1n

n
n®+¥

-
+

6(2

5

1lim
3 4n

n
n n®+¥

+
+ -

7(
2

3

7 1lim
14 5 9n

n
n n®+¥

+
- +

8(( ) ( )2 2lim 1 1
n

n n
®+¥

+ - -

)1:  أجوبة

2

15 5lim 7 33
n

n

n
®+¥

+
=

-

1limلأن: 0
n n®+¥

=2

7lim 0
n n®+¥

=

2(= +¥3 2 3lim 4 5 3 1 lim 4
n n

n n n n
®+¥ ®+¥

- + - نھایة متتالیة حدودیة ھي نھایة حدھا الأكبر درجةلأن:=

3(
3 5 5lim 6 2 7 9 lim 2

n n
n n n n

®+¥ ®+¥
- + - = - نھایة متتالیة لأن:¥=

حدودیة ھي نھایة حدھا الأكبر درجة

4(
9 3 9 9lim lim 3
3 5 3 3n n

n n
n n®+¥ ®+¥

-
= = =

+
نھایة متتالیة جذریة ھي خارج نھایة حدیھا الأكبر درجة.لأن:

5(
2 26 9 6 3 2lim lim lim lim 2

3 1 3 3n n n n

n n n n n
n n n®+¥ ®+¥ ®+¥ ®+¥

- ´ ´ ´
= = = ´ = +¥

+
نھایة متتالیة جذریة ھي خارج نھایة حدیھا الأكبر درجةلأن:

6(

2 2

5 5 3

1 1lim lim lim lim 0
3 4n n n n

n n n n
n n n n n n n n n®+¥ ®+¥ ®+¥ ®+¥

+ ´
= = = =

+ - ´ ´ ´ ´

7(

2 2

3 3

7 1 7 7 1lim lim lim lim 0
14 5 9 14 14 2n n n n

n n n n
n n n n n n n®+¥ ®+¥ ®+¥ ®+¥

+ ´
= = = =

- + ´ ´

8(
( ) ( )2 2lim 1 1

n
n n

®+¥
+ - ¥-¥+الحساب مباشرة نحصل على شكل غیرمحدد من قبیل :-

( ) ( ) ( )2 2 2 2lim 1 1 lim 2 1 2 1 lim4
n n n

n n n n n n n
®+¥ ®+¥ ®+¥

+ - - = + + - - + = limلأن:¥+=
n

n
®+¥

= +¥

0¥l0l p-¥0lf0lpllim nu

0¥¥-¥0l p-¥+¥+¥0l¢¹lim nv

ش
غ
م

ش
غ
م

00++¥0-0-0+
l
l ¢

lim n

n

u
v
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محلول في دفتر الدروس  : :  4تمرین

)نعتبر المتتالیة العددیة  )nu: 1المعرفة كالتالي

0

5 8
4

n nu u
u

+ = +ì
í =î

n" Î¥ ونعتبر المتتالیة العددیة( )nv : 2المعرفة كالتاليn nv u= +

1vو 0vو 1uأحسب .1

)بین أن .2 )nv : 5متتالیة ھندسیة  أساسھا
nبدلالة nvأكتب .3
nبدلالة nuاستنتج  .4
limأحسب : .5 nn

v
®+¥

limو    nn
u

®+¥

0فنجد:0بnنعوض )1الجواب: 1 05 8 5 4 8 28u u+ = ´ + = ´ + =

0فنجد :0ب  nنعوض  0 2 4 2 6v u= + = + =

1فنجد :1ب  nنعوض  1 2 28 2 30v u= + = + =

2(
( )1 1 5 22 5 8 2 5 10 5

2 2 2 2
nn n n n

n n n n n

uv u u u q
v u u u u

+ + ++ + + +
= = = = = =

+ + + +

)اذن: المتتالیة  )nv 5ھندسیة  أساسھا q= 0وحدھا الأول 6v =

nبدلالة nvكتابة  )3

)بما أن المتتالیة  )nv 5ھندسیة  أساسھا q= 0وحدھا الأولv

0فان:
n

nv v q= )أي:´ )6 5 n
nv = ´

nبدلالة nuاستنتاج  

2nلدینا:)4 nv u= 2nاذن:+ nv u- )أي:= )6 5 2n
nu = ´ -

5(( )lim lim 6 5 n
nn n

v
®+¥ ®+¥

= ´ = )لأن ::¥+ )lim 5 0n

n®+¥
=1 5q< =

( )lim lim 6 5 2n
nn n

u
®+¥ ®+¥

= ´ - = +¥

)نعتبر المتتالیة العددیة :  5تمرین )nu : 1المعرفة كالتالي

0

1 2
4
1

n nu u

u

+
ì = +ï
í
ï =-î

n" Î¥ ونعتبر المتتالیة العددیة( )nv : 8المعرفة كالتالي
3n nv u= -

1vو 0vو 1uأحسب .1

)بین أن .2 )nv : 1متتالیة ھندسیة  أساسھا
4

nبدلالة nvأكتب .3
nبدلالة nuاستنتج  .4
limأحسب : .5 nn

v
®+¥

limو    nn
u

®+¥

)فنجد:0بnنعوض )1الأجوبة )0 1 0
1 1 1 72 1 2 2
4 4 4 4

u u+ = ´ + = ´ - + = - + 1اذن :=
7
4

u =

0فنجد :0ب  nنعوض  0
8 8 111
3 3 3

v u= - = - - = 1فنجد :1ب  nنعوض و - 1
8 11 8 19
3 3 3 3

v u= - = - - = -

2(
1

1

1 88 1 8 1 22 14 33 4 3 4 3
8 8 8 8 4
3 3 3 3

nn n n
n

n
n n n n

uu u uv q
v u u u u

+
+

æ ö-- + - - ç ÷
è ø= = = = = =

- - - -

)اذن: المتتالیة  )nv 1ھندسیة  أساسھا
4

q= 0وحدھا الأول
11
3

v = -

)بما أن المتتالیة :nبدلالة nvكتابة  )3 )nv 1ھندسیة  أساسھا
4

q= 0وحدھا الأولv:0فان
n

nv v q= 11أي:´ 1
3 4

n

nv æ ö= - ´ç ÷è ø

8لدینا:nبدلالة nuاستنتاج  )4
3n nv u= 8اذن:-

3n nv u+ 11أي:= 1 8
3 4 3

n

nu æ ö= - ´ +ç ÷è ø

5(11 1lim lim 0
3 4

n

nn n
v

®+¥ ®+¥

æ ö= - ´ =ç ÷è ø
1limلأن : 0

4

n

n®+¥

æ ö =ç ÷
è ø

11 1 8 8lim lim
3 4 3 3

n

nn n
u

®+¥ ®+¥

æ ö= - ´ + =ç ÷è ø

11 1
4

a- < = <
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): نعتبر المتتالیة العددیة 6تمرین )nu : 1المعرفة كالتالي

0

1 5
2

4

n nu u

u

+
ì = +ï
í
ï =î

n" Î¥ ونعتبر المتتالیة العددیة( )nv : 10المعرفة كالتاليn nv u= -

1vو 0vو 2uو 1uأحسب .1
)بین أن .2 )nv 1متتالیة ھندسیة  أساسھا

2
nبدلالة nuاستنتج  و nبدلالة nvأكتب .3
limأحسب : .4 nn

v
®+¥

limو    nn
u

®+¥

0فنجد:0بnنعوض )1الجواب: 1 0
1 15 4 5 2 5 7
2 2

u u+ = ´ + = ´ + = + 1اذن := 7u =

1فنجد :1ب  nنعوض  1 1
1 1 7 10 175 7 5
2 2 2 2 2

u u+ = ´ + = ´ + = + 2اذن :=
17
2

u =

0فنجد :0ب  nنعوض : 0 10 4 10 6v u= - = - = -

1فنجد :1ب  nنعوض  1 10 7 10 3v u= - = - = -

2(
( )

1 1

1 1 1 10 15 10 5 1010 12 2 2 2 2
10 10 10 10 10 2

n n n n
n n

n n n n n n

u u u uv u q
v u u u u u

+ +
+ - - - --

= = = = = = =
- - - - -

)اذن: المتتالیة  )nv 1ھندسیة  أساسھا
2

q= 0وحدھا الأول 6v = -

nبدلالة nvكتابة  )3

)بما أن المتتالیة  )nv 1ھندسیة  أساسھا
2

q= 0وحدھا الأول 6v = )فان:- ) 16
2

n

nv æ ö= - ´ç ÷
è ø

10nلدینا:: nبدلالة nuاستنتاج   nv u= 10nاذن:- nv u+ 16أي:= 10
2

n

nu æ ö= - +ç ÷
è ø

4(1lim lim 6 0
2

n

nn n
v

®+¥ ®+¥

æ ö= - ´ =ç ÷è ø
1limلأن :: 0

2

n

n®+¥

æ ö =ç ÷
è ø

11ولأن  1
2

a- < = <

1lim lim 6 10 0 10 10
2

n

nn n
u

®+¥ ®+¥

æ ö= - ´ + = + =ç ÷è ø
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الاحتمالاتفي درس  3مذكرة رقم  
الأھداف القدرات المنتظرة من الدرس :

I.مصطلحات:-تجربة عشوائیة
Fو Pلقطعة نقدیة وجھین :نذكر أن:1نشاط

نرمي قطعة نقدیة غیر مزیفة  مرة واحدة

تجربة عشوائیةوبشكل أكید ومنھ تسمى ھذه التجربة لا یمكن توقع نتیجتھا مسبقا
نسمي تجربة عشوائیة كل تجربة لا یمكن توقع نتیجتھا مسبقا.تجربة عشوائیة:

ماھي نتائج ھذه التجربة العشوائیة؟
Fأو Pیمكن الحصول على  :

P   ھي امكانیة   وFھي امكانیة أخرى

كل نتیجة لتجربة عشوائیة تسمى إمكانیة.إمكانیة:
}فقط اذن مجموعة الامكانیات ھي :ناذن لھذه التجربة إمكانیتی };P FW =

, و تسمى أیضا الحدث الأكید.Wمجموعة كل الإمكانیات لتجربة عشوائیة تسمى كون الإمكانیات و نرمز لھا بالرمزكون الإمكانیات:

)والكتابة : توتسمى فضاء الإمكانیاأ ) 2card W Wتقرأ رئیسي المجموعةفقط)ن(إمكانیتی=

نرمي قطعة نقدیة غیر مزیفة  مرتین متتالیتین:2نشاط

تجربة عشوائیةالتجربة لا یمكن توقع نتیجتھا مسبقا وبشكل أكید ومنھ ھي ھذه
ماھي نتائج ھذه التجربة العشوائیة؟

PFأو FPأو FFأو PPیمكن الحصول على  :

PP و   امكانیةھيFFھي امكانیة أخرى

}امكانیات فقط اذن مجموعة الامكانیات ھي :4اذن لھذه التجربة  }; ; ;PP FF PF FPW =

)ولدینا : توھي فضاء الإمكانیا ) 4card W امكانیات فقط)4(=

للبحث عن كل الامكانیاتاستعمال شجرة الإمكانیاتیمكن لنا 

نرمي قطعة نقدیة غیر مزیفة  ثلاث مرات متتالیة:3نشاط: أو1تمرین

أرسم شجرة الامكانیات)1
)وحدد Wحدد كون الامكانیات )2 )card W

تجربة عشوائیةھذه التجربة لا یمكن توقع نتیجتھا مسبقا وبشكل أكید ومنھ ھي الأجوبة :
ماھي نتائج ھذه التجربة العشوائیة؟

3مذكرة رقم : 
الأستاذ : عثماني نجیب
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أو ......FFFأو PPPیمكن الحصول على  :

PPP و   امكانیةھيFFF........ ھي امكانیة أخرى و

شجرة الإمكانیاتیمكن لنا استعمال :حدد كل الامكانیات وعددھا )1

:ھوالامكانیات فضاءامكانیات فقط اذن 8اذن لھذه التجربة )2

{ }; ; ; ; ; ; ;PPP PPF PFP PFF FPP FPF FFP FFFW =

3(( ) 8card W امكانیات فقط)8(=

تجربة عشوائیة و كون الإمكانیات المرتبط بھذه التجربة ھو:يواحدة ھمرة 6إلى 1الستة مرقمة من ھرمي نرد مكعب و وجوھ:4نشاط
{ }1; 2;3;4;5;6W =

}یعنيAنعتبر : "الحصول على عدد زوجي" }2; 4;6A =

Aجزء من الكونW حدثاویسمى

).Wكل مجموعة مكونة من إمكانیة أو أكثر (أي كل جزء من الكونالحدث:
}ھو حدث آخر   یعني:B "  ظھور رقم فردي  " }1;3;5B =

}ھو حدث آخر   یعني:C "3"  ظھور رقم قابل للقسمة على  }3;6C =

Aالحدث  BI ھو الحدثAوBویقرأ تقاطع الحدثینAوB
A BÇ = Æ الحدثینونقولAوB منفصلین أو غیر منسجمین

{ }6A CÇ =
كل حدث یحتوي على إمكانیة واحدة یسمى حدثا الحدث الابتدائي:

}مثال: }6A CÇ حدث ابتدائي.=

Aالحدث BUھو الحدثAأوBویقرأ اتحاد الحدثین.AوB
}الحدث }1; 2;3; 4;5;6A BÈ = = Wالأكیدھو الحدث

{ }2;3; 4;6A CÈ =
D "3نعتبر الحدث التالي:  " عدم ظھور رقم قابل للقسمة على 

}الحدث }1;2;4;5D Dونكتب Cیسمى الحدث المضاد للحدث = C=
II.:استقرار تردد حدث_احتمال حدث

الترددات التالیة:مرة و حصلنا على 1000) 6الى 1رمینا نردا مكعبا (وجوھھ الستة مرقمة من مثال:
123456الرقم

0,1600,1620,1710,1660,1670,174تردد الرقم

1660,166ھو4تردد رقم §
1000

رمیة.1000خلال 4مرة الرقم 166أي أن النرد عین ,=

1لدینا: 0,1666
6

æ ö×× ××ç ÷
è ø
;

1یستقر حول العدد4تردد الرقم 
6

1ھو4, نقول إن احتمال الحصول على الرقم 
6

.

}و نكتب:  }( ) 14
6

p 1الأرقام الأخرى قریبة أیضا من العدد. (نلاحظ أن ترددات =
6

.(

}"الحصول على عدد زوجي" یعني:Aنعتبر الحدث § }2; 4;6A , 6و 4و 2ھو مجموع ترددات كل من الأرقام A, لدینا تردد الحدث=
0,162أي: 0,166 0,174 0,502+ + ), و نكتب 0,502ھوAنقول إن احتمال الحدث = ) 0,502P A =.
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1لدینا: 1 1 3 0,5
6 6 6 6
+ + = )و= ) 0,5P A .A, و ھو ما یفسر استقرار تردد الحدث;

)نرمز لھ بالرمز Aاذن : احتمال الحدث  )P A. التالیة :الخاصیاتولدینا

ھو:Aفان احتمال كل حدث,Wإذا كانت جمیع الأحداث الابتدائیة متساویة الاحتمال في تجربة عشوائیة كون إمكانیتھا:1خاصیة

( ) CardAp A
Card

=
W

الخطاطة جانبھ تبین توزیع تلامیذ  أحد الأقسام حسب :نشاط

الممارسة الریاضیة :

یمارسون كرة القدمAالفئة 

یمارسون كرة الیدBالفئة 

یمارسون كرة السلةCالفئة 

نختار عشوائیا احد التلامیذ من ھذا القسم
AوCو  Aو Wو Cو Bو Aأكتب )1 BÇ و

A BÈ   وA CÇ وA CÈبالتفصیل
)أحسب : )2 )P Aو( )P Bو( )P Cو( )P A BÇو( )P A BÈو( )P A CÇو( )P A CÈو( )P Aو( )P C

):قارن)3 )1 p A- و( )p A قارنو( )1 p C- و( )p C

)تحقق أن : )4 ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A BÈ = + - Ç

)تحقق أن : )5 ) ( ) ( )P A C P A P CÈ = +

})1الجواب: }; ; ;B e f g h= { }; ; ; ; ;A a b c d e f={ }; ;C i j m={ }; ; ; ; ; ; ; ; ; ;a b c d e f g h i j mW ={ }; ; ; ;A g h i j m=

{ }; ; ; ; ; ; ;C a b c d e f g h={ };A B e fÇ ={ }; ; ; ; ; ; ;A B a b c d e f g hÈ =A CÇ =Æ{ }; ; ; ; ; ; ; ;A C a b c d e f i j mÈ =

2(( ) 6
11

CardAp A
Card

= =
W

( ) 4
11

CardBp B
Card

= =
W

)و ) 3
11

CardCp C
Card

= =
W

( ) ( ) 2
11

Card A B
p A B

Card
Ç

Ç = =
W

)و ) ( ) 8
11

Card A B
p A B

Card
È

È = =
W

( ) ( ) 0 0
11

Card A C
p A C

Card
Ç

Ç = = =
W

)و ) ( ) 9
11

Card A C
p A C

Card
È

È = =
W

( ) 5
11

Card Ap A
Card

= =
W

)و  ) 8
11

CardCp C
Card

= =
W

3(( )p A=( ) 6 51 1
11 11

p A- = - )و = )p C=( ) 3 81 1
11 11

p C- = - =

4(( ) ( ) ( ) ( )6 4 2 8
11 11 11 11

P A P B P A B P A B+ - Ç = + - = = È

5(( ) ( ) ( )6 3 9
11 11 11

P A P C P A C+ = + = = È

كون إمكانیة تجربة عشوائیة,Wلیكنخاصیة:
( ) 1p W =( ) 0p f ),Aلكل حدث= )0 1p A£ )لدینا Aلكل حدثو£ ) ( )1p A p A= -

A(أيBو Aلكل حدثین غیر منسجمین B f=I(( ) ( ) ( )p A B p A p B= +U

)لدینا Bو Aلكل حدثین ) ( ) ( ) ( )p A B p A p B p A B= + -U I.
حدثان مرتبطان بنفس التجربة العشوائیة بحیث:BوA:2تمرین

( ) 0,7p A )و= ) 0,4p B )و= ) 0,3p A B =I.

)أحسب:  )p Aو( )p Bو( )p A BU

)الجواب: ) ( )1 1 0.7 0.3p A p A= - = - =
)و ) ( )1 1 0.4 0.6p B p B= - = - )و = ) ( ) ( ) ( )

0.7 0.4 0.3 0.8
p A B p A p B p A B= + -

= + - =

U I

III.:فرضیة تساوي الاحتمالات  وأنواع السحب
كرات  سوداء و كرتین حمراوین3كرات  بیضاء  و 5یحتوي صندوق غیر كاشف على : 1مثال

كرة واحدةنسحب عشوائیا من الصندوق  

)حدد .1 )card W حیثW  ھو فضاء الإمكانیات
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حدد احتمال الأحداث التالیة : .2

D"   عدم سحب كرة سوداء "و R"  سحب كرة حمراء "و N"  سحب كرة سوداء " وB "  سحب كرة بیضاء "

))1الجواب: ) 10card W في الصندوقتوھو ببساطة عدد الكرا=

2(( ) 5 1
10 2

CardBp B
Card

= = =
W

( ) 3
10

CardNp N
Card

= =
W

)و    ) 2 1
10 5

CardRp R
Card

= = =
W

D ھو الحدث المضاد للحدث NأيD N= ومنھ( ) ( ) ( )1 1 0.3 0.7p D p N p N= = - = - =

یحتوي صندوق غیر كاشف على  أقراص مرقمة :  :3تمرین

4أقراص تحمل  الرقم سبعةو 2و ثلاث أقراص منھم یحملون  الرقم 1قرصان منھم یحملان الرقم 

واحداقرصانسحب عشوائیا من الصندوق  

)حدد .1 )card W حیثW  ھو فضاء الإمكانیات

حدد احتمال الأحداث التالیة : .2

C"  سحب قرص یحمل رقم  زوجي  "B" 3"  سحب قرص یحمل الرقم  A "1"  سحب قرص یحمل الرقم 

E"1"   سحب قرص  لا یحمل الرقم D"2من أو یساوي " سحب رقم  أصغر

))1:الجواب ) 12card W في الصندوقتوھو ببساطة عدد الكرا=

2(( ) 0 0
12

CardBp B
Card

= = =
W

( ) 2 1
12 6

CardAp A
Card

= = =
W

( ) 10 5
12 6

CardCp C
Card

= = =
W

( ) 5
12

CardDp D
Card

= =
W

E ھو الحدث المضاد للحدث AأيE A= ومنھ( ) ( ) ( ) 1 51 1
6 6

p E p A p A= = - = - =

:4تمرین
!7و    !5و    !4أحسب :.1
2أحسب :.2

4C2و

5C  4و

7C  3و

12C
2أحسب :.3

4A3و
5A  4و

7A
!10أحسب و بسط :.4 5!

6! 8!
´
´

و 
3 4
6 10

5
10

A A
A
´

)1الجواب:
4! 4 3 2 1 24= ´ ´ ´ !5و= 5 4 3 2 1 120= ´ ´ ´ ´ =

7! 7 6 5 4 3 2 1 5040= ´ ´ ´ ´ ´ ´ =

2(
( )

2

4

4! 4! 4 3 2! 4 3 6
2! 4 2 ! 2!2! 2!2! 2!C ´ ´ ´

= = = = =
-( )

2

5

5! 5! 5 4 3! 5 4 10
2! 5 2 ! 2!3! 2!3! 2!C ´ ´ ´

= = = = =
-

( )
4

7

7! 7! 7 6 5 4! 7 6 5 35
4! 7 4 ! 4!3! 4!3! 3!C ´ ´ ´ ´ ´

= = = = =
-( )

3

12

12! 12! 12 11 10 9! 12 11 10 220
3! 12 3 ! 9!3! 9!3! 3!C ´ ´ ´ ´ ´

= = = = =
-

3(
2
4 4 3 12A = ´ = 3

5 5 4 3 60A = ´ ´ =4

7
7 6 5 4 840A = ´ ´ ´ =

4(10! 5! 10 9 8! 5! 10 9 10 3 3 10 3 15
6! 8! 6 5! 8! 6 3 2 2
´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´

= = = = =
´ ´ ´ ´

6و    5 4 10 9 8 7 5 4 20
10 9 8 7 6 1

´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
= =

´ ´ ´ ´

3 4
6 10

5
10

A A
A
´

=

التألیفات-:السحب تآنیا2مثال
كرات  حمراء 5كرات  بیضاء  و 3یحتوي صندوق غیر كاشف على 

في آن واحدنسحب عشوائیا كرتین من الصندوق  
)حدد .1 )card W حیثW  ھو فضاء الإمكانیات
حدد احتمال الأحداث التالیة : .2

M"  سحب كرتین من نفس اللون "R"  سحب كرتین  حمراوین "B "  سحب كرتین بیضاوین "
D"  سحب كرتین من لون  مختلف "

)1:الأجوبة
( )

8! 8! 8 7 6! 8 7 28
2! 8 2 ! 2!6! 2!6! 2!

´ ´ ´
= = = = =

-
( ) 2

8card CW =
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2(( ) CardBp B
Card

= =
W

2
3 3

28 28
C

= =
2
5 10

28 28
C

= =( ) CardRp R
Card

= =
W( )

2

5

5! 5! 5 4 3! 5 4 10
2! 5 2 ! 2!3! 2!3! 2!C ´ ´ ´

= = = = =
-

كرتین حمراوینیضاوین أوسحب كرتین من نفس اللون أي سحب كرتین ب
2 2
3 5 3 10 13
28 28 28

C C+ +
= = =( ) CardMp M

Card
= =

W

D ھو الحدث المضاد للحدث MأيD M= ومنھ( ) ( ) ( ) 13 151 1
28 28

p D p M p M= = - = - =

كرات  سوداء  3كرات  حمراء و 5كرات  بیضاء  و 4یحتوي صندوق غیر كاشف على :5تمرین
في آن واحدنسحب عشوائیا ثلاث كرات من الصندوق  

)حدد .1 )card W حیثW  ھو فضاء الإمكانیات

حدد احتمال الأحداث التالیة : .2

R""  سحب ثلاث كرات حمراءN"  سحب ثلاث كرات سوداء " B "  سحب ثلاث كرات بیضاء "

M"  سحب ثلاث كرات من نفس اللون "D"  سحب ثلاث كرات من لون  مختلف "

))1الجواب: ) 3
12card CW ومنھ  =

( )
12! 12! 12 11 10 9! 12 11 10 6 2 11 10 220

3! 12 3 ! 3!9! 3!9! 3! 6
´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´

= = = = = =
-

3
12C

2(( ) CardBp B
Card

= =
W

3
4 4 2 1

28 28 14 7
C

= = = =
3
3 1

28 28
C

= =( ) CardNp N
Card

= =
W

3
5 10 5

28 28 14
C

= = =( ) CardRp R
Card

= =
W

( )
3

5

5! 5! 5 4 3! 5 4 10
3! 5 3 ! 2!3! 2!3! 2!C ´ ´ ´

= = = = =
-

كرات من لون مختلف   یعني سحب  كرة واحدة حمراء وواحدة سوداء كرة واحدة بیضاء3سحب 
1 1 1
3 4 5 3 4 5 15 3

28 220 55 11
C C C´ ´ ´ ´

= = = =( ) CardDp D
Card

= =
W

M ھو الحدث المضاد للحدث DأيM D= ومنھ( ) ( ) ( ) 3 8 21 1
11 28 7

p M p D p D= = - = - = =

كرات  سوداء  3كرات  حمراء و 4كرات  بیضاء  و 3یحتوي صندوق غیر كاشف على :6تمرین

في آن واحدنسحب عشوائیا ثلاث كرات من الصندوق  

)حدد .1 )card W حیثW  ھو فضاء الإمكانیات

حدد احتمال الأحداث التالیة : .2

D"  سحب ثلاث كرات من لون  مختلف "R"  سحب ثلاث كرات حمراء "B "  سحب ثلاث كرات بیضاء "

F"  سحب كرتین حمراوین فقط "E"  سحب كرة واحدة سوداء فقط "M"  سحب ثلاث كرات من نفس اللون "

G"  سحب كرة بیضاء على الأقل "

))1الأجوبة ) 3
10card CW =

( )
10! 10! 10 9 8 7! 10 9 8 5 2 3 3 8 120

3! 10 3 ! 3!7! 3!7! 6 6
´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´

= = = = = =
-

3
10C

2(( ) CardBp B
Card

= =
W

3
3 1

120 120
C

= 1nلأننا نعلم ن : =

nC =

3
4 4 1

120 120 30
C

= = =( ) CardRp R
Card

= =
W : لأننا نعلم ن

1n

n nC - =

واحدة سوداء واحدة بیضاءرة كرات من لون مختلف   یعني سحب  كرة واحدة حمراء و3سحب 
1 1 1
3 4 3 3 4 4 48 2

120 120 120 5
C C C´ ´ ´ ´

= = = =( ) CardDp D
Card

= =
W

M ھو الحدث المضاد للحدث DأيM D= ومنھ( ) ( ) ( ) 2 31 1
5 5

p M p D p D= = - = - =
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مسحوبة من بین الألوان الأخرىیعنيسحب كرة واحدة سوداء فقط یعني كرة واحدة سوداء وكرتین غیر سوداوین
1 2 2
3 7 73
120 120

C C C´ ´
= =( ) CardEp E

Card
= =

W

2نحسب 
7C

( )
2

7

7! 7! 7 6 5! 7 6 21
2! 7 2 ! 2!5! 2!5! 2!C ´ ´ ´

= = = = =
-

)ومنھ  ) 3 21 63 21
120 120 40

p E ´
= = =

سحب كرتین حمراوین فقط یعني سحب كرتین حمراوین وكرة ثالثة من بین الألوان الأخرى
1 2 2
6 4 46 6 6 36 3
120 120 120 120 10

C C C´ ´ ´
= = = = =( ) CardFp F

Card
= =

W
لأن : 

( )
2

4

4! 4! 4 3 2! 4 3 6
2! 4 2 ! 2!2! 2!2! 2!C ´ ´ ´

= = = = =
-

Gالحدث المضاد للحدث    "  سحب كرة بیضاء على الأقل "

یعني سحب كرة من بین الألوان المتبقیةGھو : "  عدم سحب أي كرة بیضاء " 

): اذنGنحسب احتمال الحدث  )
3
7

120
Cp G 3ونحسب  =

7C

( )
3

7

7! 7! 7 6 5 4! 7 6 5 35
3! 7 3 ! 3!4! 3!4! 3 2 1C ´ ´ ´ ´ ´

= = = = =
- ´ ´

)ومنھ :  ) 35 7
120 24

p G = =

)ونعلم : ) ( ) 1p G p G+ )یعني := ) ( ) 7 171 1
24 24

p G p G= - = - =

2و 1كرتین  سوداوین مرقمتین 4یحتوي صندوق غیر كاشف على :7تمرین

5و4و3و2و 1كرات  صفراء مرقمة   5و یحتوي أیضا على 

) نسحب عشوائیا كرة واحدة من الصندوق  1

أحسب احتمال الحدثین التالیین : 

Bسحب كرة تحمل رقما فردیا " A "  سحب كرة صفراء "

في آن واحد)نسحب عشوائیا كرتین من الصندوق  2

)حدد .1 )2card W 2حیثW  ھو فضاء الإمكانیات

حدد احتمال الأحداث التالیة : .2

E"رقمین زوجیینالحصول على "  M" كرتین من نفس اللون"  سحب C"كرتین صفراوین"  سحب 

D "سحب كرتین مختلفتین اللون "  

))1:الأجوبة ) 7card W في الصندوقتوھو ببساطة عدد الكرا=

1(( ) 4
7

CardBp B
Card

= =
W

( ) 5
7

CardAp A
Card

= =
W

2(
( )

2
2 7

7! 7! 7 6 5! 21
2! 7 2 ! 2!5! 2!5!

card C ´ ´
W = = = = =

-
ومنھ 

2
5 10

21 21
C

= =( )
2

CardCp C
Card

= =
W

)لأن )
2

5

5! 5! 5 4 3! 5 4 10
2! 5 2 ! 2!3! 2!3! 2!C ´ ´ ´

= = = = =
-

( )
2 2
2 5

2

1 10 11
21 21 21

C CCardMp M
Card

+ +
= = = =

W
( )

2
3

2

3 1
21 21 7

CCardEp E
Card

= = = =
W

كرات من لون مختلف   یعني سحب  كرة واحدة حمراء وواحدة سوداء كرة واحدة بیضاء3سحب 
1 1 1
3 4 5 3 4 5 15 3

28 220 55 11
C C C´ ´ ´ ´

= = = =( ) CardDp D
Card

= =
W

Mو D: ھما حدثین متضادین اذن( ) ( ) 1p D p M+ )ومنھ = ) ( ) 11 21 11 101 1
21 21 21 21

p D p M= - = - = - =
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الترتیبات بدون تكرار- :السحب بدون إحلال3مثال
كرات  سوداء  نسحب عشوائیا بالتتابع وبدون إحلال كرتین من الصندوق  :4كرات  بیضاء  و 3یحتوي صندوق غیر كاشف على 

)حدد .1 )card W حیثW  ھو فضاء الإمكانیات
حدد احتمال الأحداث التالیة : .2

N"  سحب كرتین  سوداوین " B "  سحب كرتین بیضاوین "
D"  سحب كرتین من لون  مختلف "M"  سحب كرتین من نفس اللون "

7)1:لجوابا 6 42= ´ =( ) 2
7card AW =

2(( ) CardBp B
Card

= =
W

2
3 3 2 1

42 7 6 7
A ´

= = =
´

2
4 4 3 2 2 3 2

42 7 6 7 6 7
A ´ ´ ´

= = = =
´ ´

( ) CardNp N
Card

= =
W

2 2
4 3 4 3 3 2 18 3 6 3
42 7 6 7 6 7 6 7

A A+ ´ + ´ ´
= = = =

´ ´ ´
( ) CardMp M

Card
= =

W

D ھو الحدث المضاد للحدث MأيD M= ومنھ( ) ( ) ( ) 3 41 1
7 7

p D p M p M= = - = - =

من الصندوق  ثلاث كراتكرات  سوداء  نسحب عشوائیا بالتتابع وبدون إحلال 5كرات  بیضاء  و 4یحتوي صندوق غیر كاشف على :8تمرین
)حدد .1 )card W حیثW  ھو فضاء الإمكانیات
حدد احتمال الأحداث التالیة : .2

N" ثلاث كرات سوداء"  سحب B "ثلاث كرات بیضاء"  سحب 
Dمن لون  مختلف "ثلاث كرات "  سحب Mمن نفس اللون "ثلاث كرات "  سحب 

9)1الجواب: 8 7 504= ´ ´ =( ) 3
9card AW =

2(( ) CardBp B
Card

= =
W

3
4 4 3 2 4 3 2 1 1

504 9 8 7 3 3 8 7 3 7 21
A ´ ´ ´ ´

= = = = =
´ ´ ´ ´ ´ ´

3
5 5 4 3 5 4 3 5 5

42 9 8 7 3 3 4 2 7 3 2 7 42
A ´ ´ ´ ´

= = = = =
´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´

( ) CardNp N
Card

= =
W

3 3
4 5 4 3 2 5 4 3 24 60 84 1
504 504 504 504 6

A A+ ´ ´ + ´ ´ +
= = = =( ) CardMp M

Card
= =

W

D ھو الحدث المضاد للحدث MأيD M= ومنھ( ) ( ) ( ) 1 51 1
6 6

p D p M p M= = - = - =

الترتیبات بتكرار:-:السحب بإحلال4مثال
كرات  سوداء  نسحب عشوائیا بالتتابع وبإحلال4كرات  بیضاء  و 3یحتوي صندوق غیر كاشف على 

كرتین من الصندوق  :
)حدد .1 )card W حیثW  ھو فضاء الإمكانیات
حدد احتمال الأحداث التالیة : .2

N"  سحب كرتین  سوداوین " B "  سحب كرتین بیضاوین "
D"  سحب كرتین من لون  مختلف "M"  سحب كرتین من نفس اللون "

)1الجواب:
27 7 7 49= ´ = =( )card W =

2(( ) CardBp B
Card

= =
W

3 3 9
49 49
´

= =
4 4 16
7 7 49
´

= =
´

( ) CardNp N
Card

= =
W

3 3 4 4 25
7 7 49

´ + ´
=

´
( ) CardMp M

Card
= =

W

D ھو الحدث المضاد للحدث MأيD M= ومنھ( ) ( ) ( ) 25 241 1
49 49

p D p M p M= = - = - =

الترتیبات بتكرار:-:السحب بإحلال9تمرین
كرات  سوداء  نسحب عشوائیا بالتتابع وبإحلال5كرات  بیضاء  و 4یحتوي صندوق غیر كاشف على 

كرتین من الصندوق  :
)حدد .1 )card W حیثW الإمكانیات  ھو فضاء
حدد احتمال الأحداث التالیة : .2

N"  سحب كرتین  سوداوین " B "  سحب كرتین بیضاوین "
D"  سحب كرتین من لون  مختلف "M"  سحب كرتین من نفس اللون "

)1الجواب:
1(29 9 9 81= ´ = =( )card W =

2(( ) CardBp B
Card

= =
W

4 4 16
81 81
´

= =
5 5 25
81 81
´

= =( ) CardNp N
Card

= =
W

4 4 5 5 16 25 41
81 81 81

´ + ´ +
= =( ) CardMp M

Card
= =

W

D ھو الحدث المضاد للحدث MأيD M=منھ و( ) ( ) ( ) 41 401 1
81 81

p D p M p M= = - = - =
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الاشتقـاق ودراسة الدوالفي درس  4مذكرة رقم  
الأھداف القدرات المنتظرة من الدرس :

I.:اشتقاق دالة في نقطة
إذا وجد 0xقابلة للاشتقاق في النقطةfنقول ان دالة تعریف:

)بحیثlعدد حقیقي ) ( )
0

0

0

lim
x x

f x f x
x x®

-
=

-
lالعدد وlیسمى العدد المشتق للدالةf0في النقطةx  و نكتب .( )0f x¢=l

)فان معادلة مماس المنحنى0xقابلة للاشتقاق في fإذا كانتملاحظة: )fC 0في النقطة التي أفصولھاx:ھي
( )( ) ( )0 0 0y f x x x f x¢= - +

)المعرفة كالتالي :   fنعتبر الدالة مثال: ) 22f x x=

0قابلة للاشتقاق عند fباستعمال التعریف بین أن  الدالة .1 1x = .
0عند fحدد معادلة المماس للمنحنى الممثل للدالة .2 1x =.

))1الجواب: ) ( ) ( ) ( )
0

0

1
0

1
lim lim

1x x x

f x f x f x f
x x x® ®

- -
=

- -

( ) ( )( )22

1 1 1

2 1 2 1 12 2lim lim lim
1 1 1x x x

x x xx
x x x® ® ®

- - +-
= = =

- - -

( ) ( ) ( )
1

lim2 1 2 1 1 4 1
x

x f
®

¢= + = + = = Î¡ اذن : الدالةf 0قابلة للاشتقاق عند 1x =.

2(( ) ( ) ( )0 0 0y f x x x f x¢= - +( )1 4f ¢ )و = )1 2f اذن :=
( )( ) ( ) ( )1 1 1 4 1 2 4 4 2y f x f x x¢= - + = - + = - 4ومنھ + 2y x= وھي معادلة المماس -

)المعرفة كالتالي :   fنعتبر الدالة :1تمرین ) 23f x x=

0قابلة للاشتقاق عند fباستعمال التعریف بین أن  الدالة .1 2x = .
0عند fحدد معادلة المماس للمنحنى الممثل للدالة .2 2x =.

))1الجواب: ) ( ) ( ) ( )
0

0

2
0

2
lim lim

2x x x

f x f x f x f
x x x® ®

- -
=

- -

( ) ( ) ( )22

2 2 2

3 4 2 2 23 12lim lim lim
2 2 2x x x

x x xx
x x x® ® ®

- - +-
= = =

- - -

( ) ( ) ( )
2

lim3 2 3 2 2 12 2
x

x f
®

¢= + = + = = Î¡ اذن : الدالةf 0قابلة للاشتقاق عند 2x =.

2(( ) ( ) ( )0 0 0y f x x x f x¢= - +( )2 12f ¢ )و = )2 12f اذن :=
( )( ) ( ) ( )2 2 2 12 2 12 12 24 12y f x f x x¢= - + = - + = - +

12 12y x= وھي معادلة المماس -

4مذكرة رقم : 
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II.:الدالة المشتقة
مشتقات الدوال الاعتیادیة:

( )f x( )f x¢المجال

k0¡

axa¡

2x2x¡

( )nx n *Î¥1nnx -
¡

1
x2

1
x

-] [أو ¥+,0] [,0-¥

في كل حالة من الحالات التالیة : fحدد الدالة المشتقة للدالة أمثلة:
1   (( ) 2f x =2 (( ) 3 5f x x= -3  (( ) 10f x x=

الأجوبة :
1(( ) ( )2 0f x ¢¢ = =2(( ) ( )3 5 3f x x ¢¢ = - =

3(( ) ( )10 10 1 910 10f x x x x-¢¢ = = =

المشتقة:لعملیات على الدوال ا
الشرطمشتقتھاالدالة

u v+u v¢ ¢+
k u×k u ¢×
u v×u v uv¢ ¢+

1
u2

u
u
¢

-u لا تنعدم فيI

u
v2

u v uv
v

¢ ¢+v لا تنعدم فيI

( )nu n *Î¥1nnu u- ¢
في كل حالة من الحالات التالیة :fحدد الدالة المشتقة للدالة :1مثال

1(( ) 82f x x=2 (( ) 45 1f x x= -

))1الأجوبة : ) ( ) ( )8 8 8 1 72 2 2 8 16f x x x x x-¢ ¢¢ = = ´ = ´ =2(( ) ( ) ( ) ( )4 4 4 1 35 1 5 1 5 4 0 20f x x x x x-¢ ¢ ¢¢ = - = ´ - = ´ - =

في كل حالة من الحالات التالیة :fحدد الدالة المشتقة للدالة :2تمرین

1(( ) 73f x x=2 (( ) 21 1
2

f x x= - -3(( ) 3 23 4 6f x x x= - +4 (( ) 5 42 3 6 1f x x x x= - - +

في كل حالة من الحالات التالیة :fحدد الدالة المشتقة للدالة :3تمرین
1(( ) 3 213 1

2
f x x x= - -2 (( ) 5 41 1 4 6

5 4
f x x x x= - - -3 (( ) 5 22 4 7f x x x= - +

):fحدد الدالة المشتقة للدالة :2مثال ) ( ) ( )3 5 2 6f x x x= + ´ +

)الحل: ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )3 5 2 6 3 5 2 6 3 5 2 6f x x x x x x x¢ ¢ ¢¢ = + ´ + = + ´ + + + ´ +

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )3 5 2 6 3 2 6 3 5 2f x x x x x¢¢ = + ´ + = ´ + + + ´

( ) 6 18 6 10 12 28f x x x x¢ = + + + = +

):fحدد الدالة المشتقة للدالة :4تمرین ) ( )2 2 1f x x x= ´ -

)الحل: ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 1 2 1 2 1f x x x x x x x¢ ¢ ¢¢ = ´ - = ´ - + ´ -

( ) ( ) 2 2 2 22 2 1 2 4 2 2 6 2f x x x x x x x x x¢ = ´ - + ´ = - + = -

):fحدد الدالة المشتقة للدالة :3مثال ) 1
2 1

f x
x

=
+

)الحل: ) ( )
( ) ( )2 2

2 11 2
2 1 2 1 2 1

x
f x

x x x

¢¢ +æ ö¢ = = - = -ç ÷+è ø + +

):fحدد الدالة المشتقة للدالة :5تمرین ) 1
4 3

f x
x

=
-

)الحل: ) ( )
( ) ( )2 2

4 31 4
4 3 4 3 4 3

x
f x

x x x

¢¢ -æ ö¢ = = - = -ç ÷-è ø - -
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):fحدد الدالة المشتقة للدالة :4مثال ) 2 3
1

xf x
x
+

=
+

))الحل: ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )2

2 3 1 2 3 12 3
1 1

x x x xxf x
x x

¢ ¢¢ + ´ + - + ´ ++æ ö¢ = =ç ÷+è ø +

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )2 2 2

2 1 2 3 1 2 2 2 3 1
1 1 1

x x x xf x
x x x

´ + - + ´ + - - -¢ = = =
+ + +

):fحدد الدالة المشتقة للدالة :6تمرین ) 3 1
2 5

xf x
x
-

=
+

))الحل: ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )2

3 1 2 5 3 1 2 53 1
2 5 2 5

x x x xxf x
x x

¢ ¢¢ - ´ + - - ´ +-æ ö¢ = =ç ÷+è ø +

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )2 2 2

3 2 5 3 1 2 6 15 6 2 17
2 5 2 5 2 5

x x x xf x
x x x

´ + - - ´ + - +¢ = = =
+ + +

):fحدد الدالة المشتقة للدالة :5مثال ) ( )34 3f x x= +

)الحل: ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 24 3 3 4 3 4 3 3 4 3 4 12 4 3f x x x x x x¢ ¢¢ = + = + ´ + = + ´ = +

))7:1تمرین ) 3 213 1
2

f x x x= - -2 (( ) 5 41 1 4 6
5 4

f x x x x= - - -

3 (( ) ( )2 2 1f x x x= ´ -4(( ) 1
5 4

f x
x

=
-

5(( ) 4 2
2 1
xf x
x
-

=
+

6  (( ) ( )72 1f x x= -

))1الحل: ) 3 2 213 1 9
2

f x x x x x
¢æ ö¢ = - - = -ç ÷

è ø
2 (( ) 4 3 4f x x x= - -3 (( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 1 2 1 2 1f x x x x x x x¢ ¢ ¢¢ = ´ - = ´ - + ´ -

( ) ( ) 2 2 2 22 2 1 2 4 2 2 6 2f x x x x x x x x x¢ = ´ - + ´ = - + = -

4(( ) ( )
( ) ( )2 2

5 41 5
5 4 5 4 5 4

x
f x

x x x

¢¢ -æ ö¢ = = - = -ç ÷-è ø - -
5(( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )2

4 2 2 1 4 2 2 14 2
2 1 2 1

x x x xxf x
x x

¢ ¢¢ - ´ + - - ´ +-æ ö¢ = =ç ÷+è ø +

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )2 2 2

4 2 1 4 2 2 8 4 8 4 8
2 1 2 1 2 1

x x x x
f x

x x x
´ + - - ´ + - -

¢ = = =
+ + +

6  (( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 6 6 62 1 7 2 1 2 1 7 2 1 2 14 2 1f x x x x x x¢ ¢¢ = - = - ´ - = - ´ = -

III.ارتابة دالة و إشارة مشتقتھ:
.Iدالة قابلة للاشتقاق علىfو¡مجال منIخاصیة:

§fثابتة علىI( ) 0f x¢ = ÛلكلxمنI.
§fتزایدیة علىI( ) 0f x¢ ³ ÛلكلxمنI.
§fتناقصیة علىI( ) 0f x¢ £ ÛلكلxمنI.

)عددیة معرفة ب :دالة fلتكن: 1مثال ) 35f x x=

حدد .1
fD مجموعة تعریف الدالةf

fأحسب الدالة المشتقة واستنتج رتابة الدالة .2
الحل:

fDحدودیة اذن  f)الدالة 1 = ¡2(( ) ( ) ( )3 3 2 25 5 5 3 15 0f x x x x x¢ ¢¢ = = = ´ = fDتزایدیة على fومنھ الدالة ³ = ¡

دراسة دالة حدودیة:: 2مثال 
f: دالة عددیة معرفة ب( ) 3 23 4f x x x= - +

حدد .1
fD مجموعة تعریف الدالةf

)ات التالیة:أحسب النھای.2 )lim
x

f x
®+¥

)و )lim
x

f x
®-¥

.fأحسب الدالة المشتقة ثم ضع جدول تغیرات الدالة .3
.fأنشئ منحنى الدالة.4

الحل:
fDاذن حدودیة fالدالة .1 = ¡

2.( ) 3lim lim
x x

f x x
®+¥ ®+¥

= = +¥

( ) 3lim lim
x x

f x x
®-¥ ®-¥

= = -¥
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3.( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 23 4 3 4f x x x x x¢ ¢ ¢ ¢¢ = - + = - +

( ) ( )2 1 23 3 2 0 3 6 3 2f x x x x x x x¢ = - ´ + = - = -

( ) 0f x¢Û =( )3 2 0x x - =
Û3 0x 2أو= 0x- =Û0x 2xأو= =

)جدول إشارة )f x¢

.fجدول تغیرات الدالة

.fالتمثیل المبیاني للدالة)4

حدودیة:دراسة دالة :8تمرین
f: دالة عددیة معرفة ب( ) 3 23 1f x x x= + -

حدد .1
fD مجموعة تعریف الدالةf

)أحسب النھایات التالیة:.2 )lim
x

f x
®+¥

)و )lim
x

f x
®-¥

.fأحسب الدالة المشتقة ثم ضع جدول تغیرات الدالة .3
.fأنشئ منحنى الدالة.4
الحل:

fDحدودیة اذن  fالدالة .1 = ¡

2.( ) 3lim lim
x x

f x x
®+¥ ®+¥

= = +¥

( ) 3lim lim
x x

f x x
®-¥ ®-¥

= = -¥

3.( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 23 1 3 1f x x x x x¢ ¢ ¢ ¢¢ = + - = + -

( ) ( )2 1 23 3 2 0 3 6 3 2f x x x x x x x¢ = + ´ + = + = +

( ) 0f x¢Û =( )3 2 0x x + =
Û3 0x 2أو= 0x + =Û0x 2xأو= = -

)جدول إشارة )f x¢
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.fجدول تغیرات الدالة

.fالتمثیل المبیاني للدالة

)المعرفة ب:gنعتبر الدالة العددیةدراسة دالة متخاطة:: 3مثال  ) 2 1
1

xg x
x
+

=
-

.gحدد حیز تعریف الدالة.1
في محدات حیز التعریف و أول النتائج ھندسیا.gأحسب نھایات الدالة.2
.gأحسب الدالة المشتقة. ثم ضع جدول تغیرات الدالة.3
املأ الجدول التالي :.4

43210-1-2x
( )g x

.gالدالةأنشئ منحنى .5
الحل:

}ھو: gحیز تعریف الدالة .1 } { }/ 1 0 1D x x= Î - ¹ = -¡ ¡

[و منھ [ ] [,1 1,D = -¥ +¥U

2.( ) 2 1 2lim lim lim 2
1x x x

x xg x
x x®-¥ ®-¥ ®-¥

+
= = =

-
)و ) 2 1 2lim lim lim 2

1x x x

x xg x
x x®+¥ ®+¥ ®+¥

+
= = =

-
2yیعني المستقیم ذا المعادلة )مقارب أفقي للمنحنى= )fC.

( )
1 1

2 1lim lim
1x x

xg x
x+ +® ®

+
= = +¥

-
)و )

1 1

2 1lim lim
1x x

xg x
x- -® ®

+
= = -¥

-
1xیعني المستقیم ذا العادلة مقارب عمودي للمنحنى.=

)لدینا:Dمنxلكل.3 )
( ) ( )2 2

2 1
1 1 3

1 1
g x

x x
- -¢ = =
- -

)یعني: ) ( ) 0x D g x¢" Î <
جدول تغیرات الدالة.
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4.

.gمنحنى الدالة.5

)المعرفة ب:gنعتبر الدالة العددیة:9تمرین ) 3 1
2

xf x
x

+
=

-
.fحدد حیز تعریف الدالة.1
في محدات حیز التعریف و أول النتائج ھندسیا.fأحسب نھایات الدالة.2
.fأحسب الدالة المشتقة. ثم ضع جدول تغیرات الدالة.3
املأ الجدول التالي :.4

543210-1x
( )f x

.fأنشئ منحنى الدالة.5
الحل:

}ھو: fحیز تعریف الدالة .1 } { }/ 2 0 2D x x= Î - ¹ = -¡ ¡

[و منھ [ ] [, 2 2,D = -¥ +¥U

2.( ) 3 1 3lim lim lim 3
2x x x

x xf x
x x®-¥ ®-¥ ®-¥

+
= = =

-
)و ) 3 1 3lim lim lim 3

2x x x

x xf x
x x®+¥ ®+¥ ®+¥

+
= = =

-
3yیعني المستقیم ذا المعادلة )مقارب أفقي للمنحنى= )fC.

( )
2 2

3 1lim lim
2x x

xf x
x+ +® ®

+
= = +¥

-
)و )

2 2

3 1lim lim
2x x

xf x
x- -® ®

+
= = -¥

-
2xیعني المستقیم ذا العادلة مقارب عمودي للمنحنى.=

)لدینا:Dمنxلكل.3 )
( ) ( )2 2

3 1
1 2 7

2 2
f x

x x
- -¢ = =

- -

)یعني: ) ( ) 0x D f x¢" Î <
جدول تغیرات الدالة.

4.

.fمنحنى الدالة.5

43210-1-2x
37/25-11/21( )g x

543210-1x
413/210-4-1/22 /3( )f x
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IV.دراسة الدالة( )0a x ax b¹ +a:

)المعرفة ب:fنعتبر الدالة العددیةمثال:  ) 3 5f x x= -

.fالدالةحیز تعریفDحدد.1

أحسب.2
( )lim

x
f x

®+¥.

)أحسب.3 )f x¢و ضع جدول تغیرات الدالةf.

)أحسب.4 )2fو( )3fو( )7f.
في معلم متعامد ممنظم.fمثل مبیانیا الدالة.5

الحل:

1.( )f x3معرفة إذا وفقط إذا كان 5 0x - 3یعني ³ 5x و منھ ³
5
3

x ³

ھو:fیعني حیز تعریف الدالة
5 ,
3

D é é= +¥ê êë ë

2.
( ) 5 5lim lim 3 lim 3

x x x
f x x x

x x®+¥ ®+¥ ®+¥

æ ö= - = - = +¥ç ÷
è ø

لأن
5lim 0

x x®+¥
=

و 
lim

x
x

®+¥
= +¥

لدینا:.3
( )5 3,

3 2 3 5
x f x

x
æ öù é ¢" Î +¥ =ç ÷ú ê -û ëè ø

بما أن
3 0
2
>

3و 5 0x - )فان:< ) 0f x¢ >.
جدول التغیرات:

)لدینا:.4 )2 3 2 5 1 1f = ´ - = =

)و )3 3 3 5 4 2f = ´ - = =

)و )7 3 7 5 16 4f = ´ - = =

التمثیل المبیاني:.5
5 0
3

f æ ö =ç ÷
è øیعني أن النقطة

5 ,0
3

A æ ö
ç ÷
è øتنتمي ل( )fC.

( )2 1f )یعني أن النقطة= )2,1Bتنتمي ل( )fC.
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( )3 2f )یعني أن النقطة= )3, 2Bتنتمي ل( )fC.
( )7 4f )یعني أن النقطة= )7, 4Bتنتمي ل( )fC.

-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9

-5

5

x

y

)المعرفة ب:fنعتبر الدالة العددیة:10تمرین ) 2 4f x x= +

.fحیز تعریف الدالةDحدد.1

أحسب.2
( )lim

x
f x

®+¥.

)أحسب.3 )f x¢و ضع جدول تغیرات الدالةf.

)أحسب.4 )2f )و- )0fو( )6f.
في معلم متعامد ممنظم.fمثل مبیانیا الدالة.5

))1الحل: )f x2معرفة إذا وفقط إذا كان 4 0x + 2یعني ³ 4x ³ 2xو منھ - ³ -

]ھو:fیعني حیز تعریف الدالة [2,D = - +¥

( ) 4 4lim lim 2 lim 2
x x x

f x x x
x x®+¥ ®+¥ ®+¥

æ ö= + = + = +¥ç ÷
è ø

لأن
4lim 0

x x®+¥
=

و 
lim

x
x

®+¥
= +¥

لدینا:
] [( ) ( ) 2 12,

2 2 4 2 4
x f x

x x
¢" Î - +¥ = =

+ +

2بما أن 4 0x + )فان:< ) 0f x¢ >.
جدول التغیرات:

)لدینا: ) ( )2 2 2 4 0 0f - = ´ - + = =

)و )0 2 0 4 4 2f = ´ + = =

)و )6 2 6 4 16 4f = ´ + = =

التمثیل المبیاني:
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)المعرفة ب:gنعتبر الدالة العددیة:11تمرین ) 2 1
1

xg x
x
+

=
+

.gحدد حیز تعریف الدالة.1
في محدات حیز التعریف و أول النتائج ھندسیا.gأحسب نھایات الدالة.2
.gأحسب الدلة المشتقة. ثم ضع جدول تغیرات الدالة.3
.gأنشئ منحنى الدالة.4

الحل:
}ھو: gحیز تعریف الدالة )1 } { }/ 1 0 1D x x= Î + ¹ = - -¡ ¡

[و منھ [ ] [, 1 1,D = -¥ - - +¥U

2(( ) 2 1 2lim lim lim 2
1x x x

x xg x
x x®-¥ ®-¥ ®-¥

+
= = =

+
)و ) 2 1 2lim lim lim 2

1x x x

x xg x
x x®+¥ ®+¥ ®+¥

+
= = =

+
2yیعني المستقیم ذا المعادلة )مقارب أفقي للمنحنى= )fC.

( )
1 1

2 1lim lim
1x x

xg x
x+ +®- ®-

+
= = -¥

+
)و )

1 1

2 1lim lim
1x x

xg x
x- -®- ®-

+
= = +¥

+
1xیعني المستقیم ذا العادلة = مقارب عمودي للمنحنى.-

)لدینا:Dمنxلكل)3 )
( ) ( )2 2

2 1
1 1 1

1 1
g x

x x
¢ = =

+ +
)یعني: ) ( ) 0x D g x¢" Î >

جدول تغیرات الدالة.)4

.gالدالةمنحنى 
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الدوال اللوغاريتميةفي درس  5مذكرة رقم
الأھداف القدرات المنتظرة من الدرس :

I.:تعریف

[على المجالدالة معرفة و ھي lnاللوغاریتم النبیري یرمز لھا ب تسمى دالة دالة توجد § [و لدینا:¥+,0] [( ) ( ) 10, : nx l x
x

¢" Î +¥ =

)أي1دالة اللوغاریتم النبیري تنعدم في § )n 1 0l =.
II.:خاصیات جبریة

( )( )0 0a b" "f f ( ) ( ) ( )n n nl ab l a l b= +( )1n nl l b
b
æ ö=-ç ÷
è ø

( ) ( )n n nal l a l b
b
æ ö= -ç ÷
è ø

( ) ( )1n n
2

l a l a=

( ) ( ) ( )n nnn l a nl a" Î =¢

)إذا علمت أنمثال : )n 2 0,7l )و; )n 3 1,1l )فاحسب ما یلي:; )n 6l( )n 4l( )n 8l( )n 72l1n
2

l æ ö
ç ÷
è ø

3n
2

l æ ö
ç ÷
è ø

( )n 2l( )n 6l( )n 3 2l

)الحل ) ( ) ( ) ( )n 6 n 2 3 n 2 n 3 0,7 1,1 1,8l l l l= ´ = + +; ;

( ) ( ) ( ) ( )2n 4 n 2 2 n 2 2 n 2 2 0,7 1, 4l l l l= ´ = = ´; ;

( ) ( ) ( ) ( )3n 8 n 2 2 2 n 2 3 n 2 3 0,7 2,1l l l l= ´ ´ = = ´; ;

( ) ( )2 3ln 3 ln 2= +( ) ( ) ( ) ( )ln 72 ln 9 8 ln 9 ln 8= ´ = +

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 3n 72 n 3 2 n 3 n 2 2 n 3 3 n 2l l l l l l= ´ = + = +
( ) ( )1 1n 2 n 2 0,7 0,35

2 2
l l= ´; ;

( )n 72 2 1,1 3 0,7 2,2 2,1 4,3l ´ + ´ +; ; )و ; ) ( )3n n 3 n 2 1,1 0,7 0,4
2

l l læ ö = - -ç ÷
è ø

; ;( )1n n 2 0,7
2

l læ ö = - -ç ÷
è ø

;

( ) ( )1 1n 6 n 6 1,8 0,9
2 2

l l= ´; ;( ) ( ) ( ) ( )1 0,7ln 3 2 ln 3 ln 2 1,1 ln 2 1,1 1,1 0,35 1,45
2 2

= + + + +; ; ; ;

)إذا علمت أن)1:1تمرین )ln 2 )و;0,7 )ln 5 )فاحسب ما یلي:;1,6 )n 10l( )n 25l( )n 16l( )n 125l1n
5

l æ ö
ç ÷
è ø

2n
5

l æ ö
ç ÷
è ø

( )n 5l( )n 2 5l

)تحقق أن : )2 )12 ln 4 ln ln 8 0
2

æ ö+ - =ç ÷
è ø

))1:الحل ) ( ) ( ) ( )n 10 n 2 5 n 2 n 5l l l l= ´ = +

0,7 1,6 2,3+; ;

( ) ( ) ( ) ( )2n 25 n 5 5 n 5 2 n 5 2 1,6 3, 2l l l l= ´ = ´; ; ;

( ) ( ) ( ) ( )4n 16 n 2 2 2 2 n 2 4 n 2 4 0, 7 2,8l l l l= ´ ´ ´ = = ´; ;

( ) ( ) ( ) ( )3n 125 n 5 5 5 n 5 3 n 5 4 1,6 6,4l l l l= ´ ´ = = ´; ;

( )1n n 5 1,6
5

l læ ö = - -ç ÷
è ø

;( ) ( )2n n 2 n 5 0, 7 1, 6 0,9
5

l l læ ö = - - -ç ÷
è ø

; ;

5مذكرة رقم : 
الأستاذ : عثماني نجیب
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( )10,7 1,6
2

= + ( ) ( )1 1ln 5 ln 5 1, 6 0,8
2 2

= ´; ;0,7 0,8 1,5= + =( ) ( )1ln 2 ln 5
2

= +( ) ( ) ( )ln 2 5 ln 2 ln 5= +

2(( )12 ln 4 ln ln 8 0 ? ? ? ?
2

æ ö+ - =ç ÷
è ø

( ) ( ) ( )2 312 n 4 n n 8 2 ln 2 n 2 n 2
2

l l l l læ ö+ - = - -ç ÷
è ø

( ) ( ) ( ) ( )2 2 ln 2 n 2 3 n 2 4 ln 2 n 2 3 n 2 0l l l l= ´ - - = - - =

بسط :2تمرین
1.( ) ( ) ( )ln 3 ln 5 ln 15A = - +

2.( ) ( ) ( )6ln 0,01 ln 1000 ln 10B = - +

))1الجواب: ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ln 3 ln 5 ln 15 ln 3 ln 5 ln 3 5A= - + = - + ´

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2ln 3 ln 5 ln3 ln5 2ln 3 ln 3 ln 9A= - + + = = =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 6ln 10 ln 10 ln 10 2ln 10 3ln 10 6ln 10B -= - + =- - +

( ) ( )ln 10 ln 2 5 ln 2 ln 5B = = ´ = +

)إذا علمت أن:3 تمرین )n 2 0,7l )و; )n 11 2,4l فاحسب ما یلي:;

( )n 22l( )n 121l( )n 32l( )n 44l11n
2

l æ ö
ç ÷
è ø

)الحل ) ( ) ( ) ( )n 22 n 2 11 n 2 n 11 0,7 2,4 3,1l l l l= ´ = + +; ;

( ) ( ) ( ) ( )2n 121 n 11 11 n 11 2 n 11 2 2,4 4,8l l l l= ´ = = ´; ;

( ) ( ) ( ) ( )5n 32 n 2 2 2 2 2 n 2 5 n 2 5 0,7 3,5l l l l= ´ ´ ´ ´ = = ´; ;

( ) ( )2 3ln 3 ln 2= +

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ln 44 ln 4 11 ln 4 ln 11 2 ln 2 ln 11= ´ = + = +

( )ln 44 2 0,7 2,4 1,4 2,4 3,8´ + +; ; ;

( ) ( )1 1n n 1 1 n 2 2, 4 0 , 7 1, 7
2

l l læ ö = - -ç ÷
è ø

; ;

III. :نھایات ل ا
تقبل النھایات التالیة:

):1الخاصیة  )lim ln
x

x
®+¥

= ):2الخاصیة ¥+ )
0

lim ln
x

x
+®

=-¥

))1أحسب النھایات التالیة : مثال : )lim 2ln 1
x

x
®+¥

+2    (( )2 ln 1
lim

lnx

x
x®+¥

+
3(0

1lim
lnx x+®

))1الجواب: ) ( )lim 2ln 1 2 1
x

x
®+¥

+ = ´ +¥ + = +¥

( )2ln 1
lim

lnx

x
x®+¥

+ +¥
=
+¥

)لأن :شكل غیر محدد  )lim ln
x

x
®+¥

= +¥

2(
1ln 2

2ln 1 1lnlim lim lim 2 2 0 2
ln ln lnx x x

x
x x
x x x®+¥ ®+¥ ®+¥

æ ö+ç ÷+ è ø= = + = + =

3(
0

1 1lim 0
lnx x+

-

®
= =
-¥

)لأن : )
0

lim ln
x

x
+®

= -¥

IV.لة لدا ا تغیرات  )جدول  )lnx x®:
[لدینا: [( ) ( ) 10, : nx l x

x
¢" Î +¥ =

0xبما أن [فان< [( ) ( ) 10, : n 0x l x
x

¢" Î +¥ = >

[قطعا علىتزایدیة nlو بالتالي الدالة  [0,+¥
و منھ الجدول:

( ) ( )0 0a b" > " >( ) ( )ln lna b a b= Û )و = )( )0 0a b" "f f( ) ( )ln lna b a b> Û تزایدیة قطعا.nlلأن الدالة<
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e:2,71828e:لعدد ا ×× )ھو العدد الحقیقي الذي یحققeو;×× )ln 1e =.
):ولدینا ) ( ) ( )n nnn l e nl e n" Î = =¢

))1أمثلة : )77 ln e=و( )3ln 3e =

)حل المعادلة )2 )ln 7x 7xیعني= e=
أحسب وبسط ::4تمرین 

( ) ( )2 4 1ln ln lnA e e
e

æ ö= + - ç ÷
è ø

( ) ( ) ( )912ln ln ln
3

B e e e e= + -

))1الجواب: ) ( ) ( ) ( ) ( )2 4 1ln ln ln 2ln 4ln lnA e e e e e
e
æ ö= + - = + --ç ÷
è ø

2 1 4 1 1 7A = ´ + ´ -- =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )91 1 12ln ln ln 2 ln ln ln 9ln
3 2 3

B e e e e e e e e= + - = ´ + + -

1 11
2 2

= - =-( ) ( ) ( )1 11ln ln ln 3ln 1 1 3
2 2

B e e e e= + + - = + + -

V.لة لدا ا م متعامد ممنظمlnمنحنى  في معل

-8 -6 -4 -2 2 4 6 8

-8

-6

-4

-2

2

4

6

8

x

y

تطبیق خاصیات اللوغاریتم النیبري: المعادلات:
المعادلات التالیة:¡حل في مثال :

1 (( )ln 0x =2 (( )ln 1x =3  (( )ln 7x =4 (( ) ( )ln 1 ln 3x + =5 (( ) ( )( )ln ln 1 0x x - =6     (( )( )ln 1 ln 1 0x x+ - =

)الكتابةالحل: )ln x0لھا معنى إذا كانx >.
0xیجب أن یكون )1 fالمعادلةفي( )ln 0x =

[و منھ مجموعة تعریف ھذه المعادلة ھي [0,+¥
)المعادلة )ln 0x )تكافئ= ) ( )ln ln 1x 1xو منھ= [و بما أن= [1 0,Î +¥

}حلول المعادلة ھي:فان مجموعة }1S =

)مجموعة تعریف المعادلة)2 )ln 1x [ھي= [0,+¥
)و ھي تكافئ ) ( )ln lnx e=أيx e=و بما أن] [0,e Î }فان¥+ }S e=

)مجموعة تعریف المعادلة)3 )ln 7x [ھي= [0,+¥

)و ھي تكافئ ) ( )7ln lnx e=7أيx e=و بما أن] [7 0,e Î }فان¥+ }7S e=.
1یجب أن یكون )4 0x + 1xأي < > -

)و منھ مجموعة تعریف المعادلة ) ( )ln 1 ln 3x + [ھي= [1,- +¥

1المعادلة تكافئ  3x + 2xأي= [و بما أن = [2 1,Î - }فان¥+ }2S =

[)   مجموعة تعریف المعادلة ھي5 [0,+¥

( ) ( ) ( )( )ln 1 0 ln ln 1 0x x x- = Û - )أو = )ln 0x =

)یعني  )ln 1x )أو = )ln 0x )یعني = ) ( )n nl x l e= أو( ) ( )n n 1l x l= یعنيx e= 1أوx }ومنھ فان= }1,S e=

[)   مجموعة تعریف المعادلة ھي6 [0,+¥

( ) ( )ln 1 0 ln 1 ln 1 0x x x- = Û + - lnأو = 1 0x + )یعني = )ln 1x lnأو = 1x = )یعني - ) ( )n nl x l e=أو( ) ( )n nl x l e=-

xیعني  e= أو( ) 1n nl x l
e
æ ö= ç ÷
è ø

xیعني  e= 1أوx
e

1ومنھ فان= ,S e
e
ì ü= í ý
î þ

تطبیق خاصیات اللوغاریتم النیبري: 
دراسة دالة تحتوي صیغتھا على اللوغاریتم النیبري:

)المعرفة ب :fنعتبر الدالة:1مثال ) ln 1f x x= +

fحدد مجموعة تعریف الدالة.1
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)أحسب.2 )1fو( )f eو( )2f e1وf
e

æ ö
ç ÷
è ø

)أحسب.3 )f x¢لكلxمن] [0,+¥

مشتقة الو ادرس اشارة 
)أحسب.4 )

0
lim
x

f x
+®

( )lim
x

f x
®+¥

.fأعط جدول تغیرات الدالة.5
الحل:

[ھيfمجموعة تعریف الدالة.1 [0,+¥

2.( ) ( )1 ln 1 1 1f = + =

( ) ( )ln 1 1 1 2f e e= + = + =

( )2 2ln 1 2ln 1 2 1 1 3f e e e= + = + = ´ + =
1 1ln 1 ln 1 1 1 0f e
e e

æ ö æ ö= + = - + = - + =ç ÷ ç ÷
è ø è ø

)حساب.3 )f x¢:
1 0
x

= >( )( ) ( )ln 1x ¢ ¢= +( ) ( )( )ln 1f x x ¢¢ = +

موجب قطعا.xلأن
)حساب .4 )

0
lim
x

f x
+®

:

)لدینا )
0

lim ln
x

x
+®

= )اذن¥- )
0

lim
x

f x
+®

= -¥.

)حساب  )lim
x

f x
®+¥

):لدینا )lim ln
x

x
®+¥

= )اذن¥+ )lim
x

f x
®+¥

= +¥.

ھو كما یلي:fمنھ جدول تغیراتو.5

)المعرفة ب :fنعتبر الدالة:2مثال ) 2lnf x x x= -

fتعریف الدالةحدد مجموعة.1
)أحسب.2 )1fو( )f eو( )2f e

)أحسب.3 )f x¢لكلxمن] [0,+¥
ادرس اشارة مشتقة الدالة .4
)أحسب.5 )

0
lim
x

f x
+®

الحل:
[ھيfمجموعة تعریف الدالة.1 [0,+¥
2.( ) ( )1 2ln 1 1 0 1 1f = - = - = -

( ) ( )2 ln 2f e e e e= - = -

( )2 2 2 2 2 22ln 4ln 4 1 4f e e e e e e e= - = - = ´ - = -

)حساب.3 )f x¢:

( ) 2 21 xf x
x x

-¢ = - =

)اشارة .4 )f x¢ھي اشارة( )2 x-لأنx.موجب قطعا
)لدینا.5 )

0
lim ln
x

x
+®

= و¥-
0

lim 0
x

x
+®

)اذن= )
0

lim
x

f x
+®

= -¥.

)المعرفة ب :fنعتبر الدالة:5تمرین ) lnf x x x= +

fحدد مجموعة تعریف الدالة.1
)أحسب.2 )1fو( )f eو( )2f e

)أحسب.3 )f x¢لكلxمن] [0,+¥
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)أحسب.4 )
0

lim
x

f x
+®

)و )lim
x

f x
®+¥

[ھيf)مجموعة تعریف الدالة1أجوبة : [0,+¥
2(( ) ( )1 ln 1 1 0 1 1f = + = + )و= ) ( )ln 1f e e e e= + = +

( )2 2 2 2 2 2ln 2ln 2 1 2f e e e e e e e= + = + = ´ + = +

))حساب3 )f x¢:

( ) 1 11 xf x
x x

+¢ = + =

4(( )
0 0

lim limln
x x

f x x x
+ +® ®

= + )و ¥-= )
0

lim limln
x x

f x x x
+®+¥ ®

= + =+¥

VI.:لعشري ا تم  لوغاری ل ا
[و ھي معرفة علىlogیرمز لدالة اللوغاریتم العشري ب:تعریف: [0,+¥
[كما یلي: [( ) ( ) ( )

( )
ln

0, : log
ln 10

x
x x" Î +¥

)ویحقق  )log 10 1=

)علما أن مثال: )log 2 )أحسب  ;0,3 )log 20

( ) ( )log 2 log 10= +( ) ( )log 20 log 2 10= ´
1,3;0,3 1+;

خاصیات ھامة لدالة اللوغاریتم العشري:
1.( )log 1 )و =0 )log 10 1=
2.( )( ) ( ) ( ) ( )0 0 :log log loga b a b a b" " ´ = +f f

3.( ) ( )10 : log loga b
b
æ ö" = -ç ÷
è ø

f

4.( )( ) ( ) ( )0 0 : log log logaa b a b
b

æ ö" " = -ç ÷
è ø

f f

5.( ) ( ) ( ) ( )0 : log logna n a n a" " Î =f ¢

6.( ) ( ): log 10nn n" Î =¢

7.( )( ) ( ) ( )0 0 : log loga b a b a b" " = Û =f f

8.( ) ( ) ( ) ( )0 0 : log loga b a b a b" " Ûf f f f

بسط وأحسب : :6تمرین
( ) ( ) ( )6log 0, 01 log 1000 log 10A = - +

( ) ( ) ( )4log 10 2log 100 log 10B = + +

( ) ( )log 4 log 25C = +

( )1 2log 2 log 40D = + -

( ) 1log 900 2 log 2
3

E æ ö= + -ç ÷
è ø

)الجواب: ) ( ) ( )2 3 6log 10 log 10 log 10A -= - +

( ) ( ) ( )2 log 10 3log 10 6log 10A = - - +

2 3 6 1A = - - + =

( ) ( ) ( )4log 10 2log 100 log 10B = + +

( ) ( ) ( )2 41 2log 10 log 10 1 2 2 4log 10 1 4 4B= + + = + ´ + = + 9Bومنھ + =

( ) ( ) ( ) ( )log 4 log 25 log 4 25 log 100C = + = ´ =

( ) ( )2log 10 2log 10 2 1 2C = = = ´ =

( ) ( )( )21 2log 2 log 40 1 log 2 log 4 10D = + - = + - ´

( )21 og 2 og 4 og10 1 og 4 og 4 og10D l l l l l l= + - + = + - -

1 og 4 og 4 1 0D l l= + - - =

( ) ( ) ( )1
lo g 90 0 2 log 2 log 9 100 2 lo g 3 2

3
E æ ö= + - = ´ - -ç ÷

è ø

( )log 9 log 100 2 log 3 2E = + - -

( ) ( )2 2log 3 log 10 2 log 3 2 2 log 3 2 log 10 2 log 3 2E = + - - = + - 2منھ و- log10 2 2 1 2 0E = - = ´ - =
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)علما أن :7تمرین )log 3 )و;0,47 )log 5 0,7;

)أحسب   )log )و15 )log 1logو5
3

æ ö
ç ÷
è ø

)و )log )و50 )log 300

)أجوبة :  ) ( ) ( ) ( )log 15 log 5 3 log 5 log 3 0,7 0,47 1,17= ´ = + +; ;

( ) ( )1 1log 5 log 5 0,7 0,35
2 2

= ´; ;

( )1log log 3 0, 47
3

æ ö = - -ç ÷
è ø

;

( ) ( ) ( ) ( )log 50 log 5 10 log 5 log 10 0,7 1 1,7= ´ = + +; ;

( ) ( ) ( ) ( )log 300 log 3 100 log 3 log 100 0,47 2 2,47= ´ = + +; ;
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الدوال الأسيةفي درس  6مذكرة رقم
الأھداف القدرات المنتظرة من الدرس :

الأسیة النبیریةتعریف الدالة )1
ب : ¡وھي معرفة على expبالدالة الأسیة النبیریة یرمز لھا  

( ) ;exp xx x e" Î =¡

خاصیة مقبولة )2
( )( )e lnyx x y= Û = ,( ) ] [( )0;y x" Î " Î +¥¡

eیعني  ¡تزایدیة قطعا على expالدالة  ex y x y> Û >
e ex y x y= Û ¡من yو xلكل =

0eولدینا: 1eو      =1 e=
1xe)1المعادلات التالیة:¡حل في مثال : =2  (2xe e- =3   (2xe =
01x)1الحل: xe e e= Û =

0x = Û : ومنھ{ }0S =

2(2 1 2x xe e e e- -= Û =
2 1x - = Û3x = Û : ومنھ{ }3S =

3(ln 2 2xx e= Û }ومنھ : = }ln 2S =

خاصیات جبریة
( ) ( ); ln exx x" Î =¡( ) ( )x y" Î " Î¡ ¡

( )e 0xx" Î¡ fوe e e
x y x y+

´ 1eو =
e

x
x

- eو= e
e

x y
x

y

-

)و= )e e
rrx x=

3عددین  حقیقیین, أحسب وبسط ما یلي :bو aلیكنمثال : 5A e e= )و   ´ )34 6B e e-= و   ´
7

4

eC
e

=

3الحل: 5 3 5 8A e e e e+= ´ = )و = ) ( ) ( )3 3 34 6 4 6 2 2 3 6B e e e e e e- - + ´= ´ = = = 7و =
7 4 3

4

eC e e
e

-= = =

2xبسط ما یلي::1تمرین xA e e-= ´ ,( )22 3 4x xB e e- -= ´

( )
2 3

4

x x

x

e eC
e

´
=

2الحل: 2x x x x xA e e e e- - += ´ = )و = ) ( ) ( )2 2 2 2 2 3 42 3 4 3 4 4 2 3 4x x xx x x x x xB e e e e e e e´ - ´ - + -- - - - + -= ´ = ´ = = =

( )
2 3 2 3 5

5 4
4 4 4

x x x x x
x x x

x xx

e e e eC e e
e ee

+
-´

= = = = =

1)1المعادلات التالیة: ¡حل في :2تمرین 4xe + =

2  (1 2x xe e e- ´ =3  (1
2 3

1x
xe

e
+

-=4  (2
1

1 2

x
x

x

e e
e

-
-

+ =5 (
2 1

3

x

x

e e
e

+

- =6 (2 5 6 0x xe e- + =

1)1الحل: 2 1 1 2x x x xe e e e e- + -= Û ´ =
1 1xe e+ = Û1 1x+ = Û0x = Û : ومنھ{ }0S =

2(2 1 2x xe e e e- -= Û =
2 1x- = Û3x = Û : ومنھ{ }3S =

3(( )2 31 1
2 3

1xx x
xe e e

e
- -+ +

-= Û =

1 2 3x xe e+ - += Û1 2 3x x+ = - + Û3 2x = Û2
3

x = Û : 3ومنھ
2

S ì ü= í ý
î þ

6مذكرة رقم : 
الأستاذ : عثماني نجیب
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4  (( ) ( )
2

2 1 2 1 1
1 2

x
x x x x

x

ee e e
e

-
- - + - -

+= Û =

( ) ( )2 1 2 1x x x- - + = - Û2 1 2 1x x x- - - = - Û

2 1 1 2x x x- - - = - + - Û4 2x- = - Û2
4

x -
= Û
-

1
2

x = Û : 1ومنھ
2

S ì ü= í ý
î þ

5 (( ) ( )
2 1

2 1 3 1
3

x
x x

x

ee e e
e

+
+ - -

-= Û =
2 1 3 1x xe e+ - + = Û

2 1 3 1x x+ - + = Û4 1x+ = Û3x = - Û : ومنھ{ }3S = -

في الحالات الآتیة : fحدد مجموعة تعریف الدالة :3تمرین
1.( ) 2xf x xe x= +

2.( ) 1
1

x

x

ef x
e

+
=

-

fD)1الحل: = ¡

2({ }/ 1 0x
fD x e= Î - ¹¡

1 1 0x xe e= Û - =0xe e= Û0x = Û : ومنھ{ }0fD = -¡

المتراجحات التالیة: ¡حل في :4تمرین
1(2 1 1xe - ³2   (7 1 2 3 2x x xe e e- - -³ ´

2)1الحل: 1 0x- ³ Û 2 1 0 2 1 1x xe e e- -³ Û ³
2 1x ³ Û1

2
x ³ Û : 1ومنھ

;
2

S é é= +¥ê êë ë

2(7 1 2 3 2 7 1 2 3 2x x x x x xe e e e e- - + - - - -³ Û ³ ´
7 1 2 3 2x x x- ³ - + - Û4 4x ³ - Û

1x ³ - Û : ومنھ[ [1;S = - +¥

النھایات : )3
نقبل النھایتین التالیتین

lim:1خاصیة 0x

x
e

®-¥
lim:2خاصیةو= x

x
e

®+¥
= +¥

أحسب النھایات الآتیة::5تمرین

1 (1lim 2 xx
x

e®+¥

æ ö-ç ÷
è ø

2 (2 1lim
2

x

xx

e
e®+¥

-
+

3 (lim
3

x

xx

e
e®+¥ +

4 (2 1lim
1

x

xx

e
e®-¥

-
+

lim)لدینا 1الحل: 2
x

x
®+¥

= 1limولدینا:¥+ 0xx e®+¥
limلأن:= x

x
e

®+¥
1limاذن : ¥+= 2 xx

x
e®+¥

æ ö- = +¥ç ÷
è ø

2   (2 1lim
2

x

xx

e
e®+¥

- +¥
=

+ +¥
شكل غیر محدد

1 12 22 1 2 0lim lim lim 2222 1 011

x
x x x

xx x xx
xx

e
e e e

e e
ee

®+¥ ®+¥ ®+¥

æ ö- -ç ÷- -è ø= = = =
+ +æ ö ++ç ÷

è ø

limلأن: x

x
e

®+¥
=+¥

3   (lim
3

x

xx

e
e®-¥

+¥
=

+ +¥
شكل غیر محدد

1 1lim lim lim 1333 1 011

x x

xx x xx
xx

e e
e e

ee
®+¥ ®+¥ ®+¥

= = = =
+ +æ ö ++ç ÷

è ø

limلأن: x

x
e

®+¥
=+¥

4 (2 1 2 0 1lim 1
1 0 1

x

xx

e
e®-¥

- ´ -
= = -

+ +

الدالة.مشتقة )4
xx ea

¡على قابلة للاشتقاق expالدالةنقبل أن 

)و لدینا: )x xe e¢ =   :( )x" Î¡



الأستاذ : عثماني نجیب http:// xyzmath.e-monsite.com39

لة)5 لدا ا تغیرات  xxجدول  e®:

ة )6 ل لدا ا :expمنحنى 

)أحسب :6تمرین )f x¢ : في الحالات الآتیة
1(( ) 2xf x e= +2(( ) 3xf x xe x= +3(( ) 1

1

x

x

ef x
e

-
=

+

))1الحل: ) ( ) ( ) ( )2 2 0x x x xf x e e e e¢ ¢ ¢¢ = + = + = + =

2(( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 3x x x x x xf x xe x xe x x e x e e xe¢ ¢ ¢¢ ¢¢ = + = + = + + = + +

3(
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )2

1 1 1 11
1 1

x x x xx

x x

e e e eef x
e e

¢ ¢¢ - ´ + - - ´ +æ ö-¢ = =ç ÷+è ø +

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )2 2 2

1 1 2

1 1 1

x x x x x x x x x x x

x x x

e e e e e e e e e e ef x
e e e

´ + - - ´ ´ + - ´ +¢ = = =
+ + +

)المعرفة بما یلي:fنعتبر الدالة العددیة :7تمرین ) 3xf x e x= +

)حدد 1
fD مجموعة تعریف الدالةf

)أحسب )2 )0f  و( )1f(أعط قیمة مقربة للنتائج )

)أحسب )3 )f x¢ وبین أن الدالة وf تزایدیة قطعا علىfD
))أحسب4 )lim

x
f x

®-¥
)و )lim

x
f x

®+¥

fحددجدول تغیرات الدالة)5
fD)1الحل: = ¡

2(( ) 00 3 0 1 0 1f e= + ´ = - =

( ) 11 3 1 3 2,7 3 5,7f e e= + ´ = + +; ;

3(( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 0x x xf x e x e x e¢ ¢ ¢¢ = + = + = + >

)لأن: )e 0xx" Î ¡تزایدیة قطعا على fومنھ ¡<

))أحسب4 ) ( )lim lim 3 0 3x

x x
f x e x

®-¥ ®-¥
= + = + -¥ =-¥

( ) ( )lim lim 3 3x

x x
f x e x

®+¥ ®+¥
= + =+¥+ +¥ =+¥

الة)5 لد ا رات  fجدول تغی


