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I.المستقیمات المقاربة
)في جمیع فقرات الدرس , ننسب المستوى إلى معلم متعامد   ); ;o i j

r r

فرع لا نھائي لمنحنى دالة عددیة.1
xدالة  عددیة لمتغیر حقیقي fلتكن تعریف:

)و  )fC منحناھا في المعلم( ); ;o i j
r r

.

)إذا آلت إحدى احداثیي نقطة من  )fC إلى ما

)لا نھایة , نقول إن  )fC.یقبل فرعا  لا نھائیا
المفاارب الموازي لمحور الأراتیب.2

إذاكانت: تعریف:
( )lim
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f x
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=+¥
f

)أو )lim
x a
x a

f x
®

=-¥
f

أو  
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®
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x a
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f x
®

=-¥
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xنقول إن المستقیم ذا المعادلة a= مقارب
)للمنحنى  )fC

المعرفة كالتالي :   xللمتغیر الحقیقي fنعتبر الدالة العددیة مثال: 
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وأول النتیجتین ھندسیا

): لجواب ا )
2 2

2 1lim lim
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)ومنھ :  )
2
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x

f x
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= )و¥+ )
2

lim
x

f x
-®

= -¥

2xستقیم ذا المعادلة المالتأویل المبیاني :  )مقارب للمنحنى = )fC

المفاارب الموازي لمحور الأفاصیلو
)كانت: إذاتعریف: )lim

x
f x a

®+¥
)( أو   = )lim

x
f x a

®-¥
= ,  (

yنقول إن المستقیم ذا المعادلة  a= مقارب للمنحنى( )fC
) ¥-( أو بجوار ¥+بجوار 
fنعتبر الدالة العددیة مثال: 

)المعرفة كالتالي :   xللمتغیر الحقیقي  ) 6 1
2 5

xf x
x
+

=
-

)حدد  )lim
x

f x
®+¥

)و    )lim
x

f x
®-¥

وأول النتیجتین ھندسیا

)الجواب : ) 6 6lim lim 3
2 2x x

xf x
x®+¥ ®+¥

= = )و = ) 6 6lim lim 3
2 2x x

xf x
x®-¥ ®-¥

= = =

3yالمستقیم ذا المعادلة التأویل المبیاني :  )مقارب للمنحنى = )fC

المفاارب المائل
و تقبل نھایة غیر منتھیة xدالة  عددیة لمتغیر حقیقي fلتكن 

)¥-( أو بجوار ¥+بجوار 
)إذا كانت:  ) ( )lim 0

x
f x ax b

®+¥
- + )( أو = ) ( )lim 0

x
f x ax b

®-¥
- + = (

aحیث  *ÎR وbÎR
نقول إن المستقیم ذا المعادلة 

y ax b= مقارب  مائل +
)للمنحنى  )fC بجوار+¥ )
)  .¥-أو بجوار

المعرفة xللمتغیر الحقیقي fنعتبر الدالة العددیة مثال:
)كالتالي :    ) 12 1

3
f x x

x
= - +

-
fمجموعة تعریف الدالة fDحدد .1
¥+بجوار fحدد معادلة المقارب المائل لمنحنى الدالة .2

الجواب:
1({ }/ 3 0fD x x= Î - }ومنھ¡¹ } ] [ ] [3 ;3 3;fD = - = -¥ È +¥¡

2(( ) 12 1
3

f x x
x

= - +
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)یعني  ) ( ) 12 1
3

f x x
x

- - =
-
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)یعني  ) ( ) 1 1lim  2 1 lim 0
3x x

f x x
x®+¥ ®+¥

- - = = =
- +¥

المستقیم ذا ومنھ 

2المعادلة  1y x= )مقارب  مائل للمنحنى - )fC بجوار+¥

yیكون المستقیم ذو المعادلة خاصیة: ax b= +( )0a مقاربا مائلا ¹

)منحنىل )fCإذا وفقط إذا كان : ¥+بجوار( )
lim
x

f x
a

x®+¥
=

)و  )lim
x

f x ax b
®+¥

- =

II.الفروع الشلجمیة
ل نھایة لا منتھیة بجوار بحیث تقبxدالة  عددیة لمتغیر حقیقي fلتكن 

)) و ¥-( أو بجوار ¥+ )fCمنحناھا في معلم  متعامد( ); ;o i j
r r

.

فرع شلجمي اتجاھھ محور الأفاصیل.1
)إذا كانت تعریف: )

lim 0
x

f x
x®+¥

)( أو= )lim 0
x

f x
x®-¥

)  نقول إن المنحنى =

( )fCیقبل فرعا شلجمیا اتجاھھ محور
)  ¥-( أو بجوار ¥+الأفاصیل بجوار 

):المعرفة كالتاليfنعتبر الدالة العددیة مثال:  )f x x=

)أحسب )
lim
x

f x
x®+¥

وأول ھندسیا النتیجة 

)الجواب : ) 1 1lim  lim lim 0
x x x

f x x
x x x®+¥ ®+¥ ®+¥

= = = =
+¥

)التأویل الھندسي :  )fC یقبل فرعا شلجمیا اتجاھھ محور
¥+الأفاصیل بجوار 

جاھھ محور الأراتیبفرع شلجمي ات.2

)إذا كانت تعریف: )lim
x

f x
x®+¥

= )أو¥+ )lim
x

f x
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= أو ¥-

( )lim
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f x
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= )أو¥+ )lim
x

f x
x®-¥

= نقول¥-

)إن المنحنى  )fC یقبل فرعا شلجمیا اتجاھھ محور الأراتیب

المعرفة كالتالي :   xللمتغیر الحقیقي fالعددیة نعتبر الدالة مثال: 

( ) 3f x x=أحسب( )lim
x

f x
x®+¥

وأول ھندسیا النتیجة

الجواب : 
3

2lim  lim
x x

x x
x®+¥ ®+¥
= = +¥

)التأویل الھندسي :  )fC یقبل فرعا شلجمیا اتجاھھ محور
¥+الأراتیب بجوار 

yفرع شلجمي اتجاھھ المستقیم ذو المعادلة.3 ax= 0حیثa ¹ :

):إذا كانتتعریف: )
lim
x

f x
a

x®+¥
)و= )lim

x
f x ax

®+¥
- =+¥

)نقول إن المنحنى  )fC یقبل فرعا شلجمیا اتجاھھ المستقیم ذي المعادلة

y ax= نفس التعریف بجوار.(¥+بجوار-¥(
المعرفة  كالتالي :   xللمتغیر الحقیقي fنعتبر الدالة العددیة مثال: 

( )f x x x= -

)أحسب و fحدد  حیز تعریف الدالة .1 )lim
x

f x
®+¥

fحدد طبیعة الفرع اللانھائي لمنحنى الدالة .2
fD) 1اب :الجو += ¡

2 (( ) ( )lim  lim lim 1
x x x

f x x x x x
®+¥ ®+¥ ®+¥

= - = - = -¥

3(( ) 1 1lim  lim lim 1 lim 1 1 1
x x x x

f x x x x a
x x x x®+¥ ®+¥ ®+¥ ®+¥

-
= = - = - = - =- =

+¥

( ) ( ) ( ) ( )lim  lim  1 lim  lim
x x x x

f x ax f x x f x x x
®+¥ ®+¥ ®+¥ ®+¥

- = - - = + = = +¥

)التأویل الھندسي :  )fC  یقبل فرعا شلجمیا اتجاھھ المستقیم ذي المعادلة

( )1y x y x= - Û = ¥+بجوار -
III. نقط الانعطاف–تقعر منحنى

)وIدالة قابلة للاشتقاق مرتین على مجالfلتكنخاصیة: )fC

)منحناھا في المعلم   ); ;o i j
r r

.

fإذا كانت  )فإن للمنحنىIموجبة على المجال¢¢ )fC تقعرا
موجھا نحو محور الأراتیب الموجبة.

fإذا كانت  )فإن للمنحنىIسالبة على المجال¢¢ )fC تقعرا
موجھا نحو محور الأراتیب السالبة.

fإذا كانت  0xتنعدم في النقطة  ¢¢ IÎ وتتغیر إشارتھا
)فان النقطة 0xبجوار )( );o oA x f xنقطة انعطاف المنحنى( )fC.

¡المعرفة  علىfنعتبر الدالة العددیة : مثال

)كالتالي :    ) 4 21 22
12 3

f x x x x= - + +

)أحسب .1 )f x¢¢ لكلx من¡

)أدرس تقعر المنحني .2 )fC الممثل للدالةf
مع تحدید نقطتي انعطافھ

)1الجواب :

( ) 4 2 3 31 2 1 12 4 4 1 4 1
12 3 12 3

f x x x x x x x x
¢æ ö¢ = - + + = ´ - + = - +ç ÷è ø

( ) 3 21 4 1 4
3

f x x x x
¢æ ö¢¢ = - + = -ç ÷

è ø

2(( ) ( ) ( )2 2 22 2 0 2 0 4 0 0x x x x f x¢¢- + = Û - = Û - = Û =

2 2x أو x= - = Û

)تقعر· )fCرالأراتیب الموجبة على المجال:موجھ نحو محو

] ] [ [; 2 2;-¥ - È +¥

)تقعر· )fC:موجھ نحو محور الأراتیب الموجبة على المجال[ ]2,2-

یمكن تلخیص النتائج في جدول التقعر
( )( )1, 1A f و( )( )1, 1B f- عطافھنقطتي ان-
IV.مركز تماثل–لمحور تماث

معرفة xدالة  عددیة لمتغیر حقیقي fتكنلخاصیة:

)و Dعلى مجموعة  )fC  منحناھا في المعلم( ); ;o i j
r r

.

xیكون المستقیم ذو المعادلة  a=
( )aÎRمحور تماثل المنحنى( )fC إذا

)وفقط إذا كان :  ) ( )
( ) ( ) ( )

; 2

; 2

x D a x D

x D f a x f x

" Î - Îìï
í
" Î - =ïî

)تكون النقطة );a bWماثل المنحنىمركز( )fC

)إذا وفقط إذا كان :  ) ( )
( ) ( ) ( )

; 2

; 2 2

x D a x D

x D f a x b f x

" Î - Îìï
í
" Î - = -ïî

المعرفةxللمتغیر الحقیقي fنعتبر الدالة العددیة 1مثال
)كالتالي :   ) 2f x x x= -

fحدد  حیز تعریف الدالة .1



الأستاذ : عثماني نجیب3monsite.com-http:// xyzmaths.eص 

1ن المستقیم بین أ.2
2

x )محور تماثل للمنحنى = )fC الممثل للدالةf

الجواب:
1(( ) 2f x x x= -{ }2/ 0fD x x x= Î - ³¡

( ) 21 0 1 0 0x أو x x x x x= = Û - = Û - =

ومنھ جدول الاشارة :

]ومنھ:    ]0,1fD =

2 (x a= 1یعني
2

x =

]نبین أنھ : اذا كانت )أ ]0,1xÎ : فان[ ]1 0,1x- Î؟؟؟
[ ]1 1 1 1 0 1 0 0 1 0,1x x x xÛ - £ - £ + Û - £ - £ Û £ £ Û Î

[ ]1 0,1 0 1 1x x- Î Û £ - £ Û

)ب)نبین أن :  ) ( )1f x f x- ؟؟؟؟=

( ) ( ) ( ) ( )2 21 1 1 1 1 2f x x x x x x- = - - - = - - - +

( )2 21 1 2x x x x x f x= - - + - = - =

1ومنھ 
2

x .fتماثل منحنى الدالةمحور=

المعرفة كالتالي :   xللمتغیر الحقیقي fنعتبر الدالة العددیة 2مثال

( )
2

1
x xf x
x
-

=
+

)بین أن .1 ) 22
1

f x x
x

= - +
+

fD"Î

)بین أن النقطة.2 )1; 3W - .fمركز تماثل منحنى الدالة-

))1الجواب : ) ( ) ( )
22 1 222

1 1 1
x x x xx f x

x x x
- + + -

- + = = =
+ + +

2 (( )1; 3W - -( );a bW

}نبین أنھ : اذا كانت )أ }1xÎ - }فان : ¡- }2 1x- - Î - ؟؟؟¡-
{ }2 2 1 1 1 1x x x xÛ - - ¹ - + Û - ¹ Û ¹ - Û Î - -¡

{ }2 1 2 1x x- - Î - - Û - - ¹ - Û¡

)ب)نبین أن :  ) ( )2 6 2f x f x b- - + = - ؟؟؟؟=

( ) ( ) 1 14 4 1 1
4 2 2

f x f x x x
x x

- - + = - - - + + - +
- - + +

1 1 1 14 2 6 6
2 2 2 2x x x x

= - - + + = - + - + = -
- - + + +

)ومنھ  )2; 3W - .fمركز تماثل منحنى الدالة-

)المعرفة كالتالي :   fنعتبر الدالة :1تمرین ) 31 4
3

f x x x= -

حدد .1
fDیف الدالة حیز تعرf

fأدرس زوجیة الدالة .2
عند محدات fأحسب نھایات الدالة .3

fD

fأدرس الفروع اللانھایة لمنحنى الدالة .4
و أدرس إشارتھاfأحسب مشتقة الدالة .5
fحدد جدول تغیرات الدالة .6
)حدد معادلة لمماس المنحني .7 )fC الممثل للدالةf في

التي أفصولھا Aالنقطة 
0 1x = -

)حدد نقط تقاطع المنحني .8 )fC.الممثل للدالة مع محوري المعلم

ا وجدتذاfالدالة فحدد مطا ری.9

)أرسم المنحني .10 )fC الممثل للدالةf في معلم متعامد ممنظم

):أجوبة ) 31 4
3

f x x x= -1(fD لأنھا دالة حدودیة¡=

-xفان ¡xÎأ) اذا كانت )2 Î¡

)ب) ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 31 1 14 4 4
3 3 3

f x x x x x x x f xæ ö- = - - - =- - - =- - =-ç ÷
è ø

دالة فردیةfومنھ 

3(( ) 3lim lim
x x

f x x
®+¥ ®+¥

= = )و ¥+ ) 3lim lim
x x

f x x
®-¥ ®-¥

= = -¥

ھي نھایة حدھا الأكبر درجةمالانھایةلأن نھایة دالة حدودیة عند

4(
( )

3

2

1
13lim lim lim
3x x x

xf x
x

x x®+¥ ®+¥ ®+¥
= = = +¥

( )fC یقبل فرعا شلجمیا اتجاھھ محور الأراتیب بجوار+¥

( )
3

2

1
13lim lim lim
3x x x

xf x
x

x x®-¥ ®-¥ ®-¥
= = = +¥

( )fC یقبل فرعا شلجمیا اتجاھھ محور الأراتیب بجوار-¥

5(( ) 3 2 21 14 3 4 4
3 3

f x x x x x
¢æ ö¢ = - = ´ - = -ç ÷è ø

( ) ( ) ( )2 2 22 2 0 2 0 4 0 0x x x x f x¢- + = Û - = Û - = Û =

2 2x أو x= - = Û

6(

))معادلة لمماس ل 7 )fC في النقطةA 0التي أفصولھا 1x = -

( ) ( ) ( )0 0 0y f x f x x x¢= + )و - ) 111
3

f - )و  = )1 3f ¢ - = -

( ) ( ) ( )( )2 113 3 1 1 1 1
3 3

y x y x y f f x¢= - + Û = - + Û = - + - +

)أ)نقط تقاطع)8 )fCالمنحنى الممثل للدالةfمع محور الأفاصیل

)نحل فقط المعادلة : ) 0f x 31یعني = 4 0
3

x x- =

21یعني  4 0
3

x xæ ö- =ç ÷
è ø

0xیعني  21أو = 4 0
3

x - =

0xیعني  2أو = 12x 0xیعني = 12أو = 12x أو x= - =

0xیعني  2أو = 3 2 3x أو x= - =
)ومنھ نقط التقاطع ھم : )2 3;0A و( )2 3;0B )و- )0;0O

)ب)نقط تقاطع )fCالمنحنى الممثل للدالةfمع محور الأراتیب
)نحسب فقط : )0f لدینا( )0 0f )ومنھ نقطة التقاطع ھي: = )0;0O

9(( ) 162
3

f = fھي قیمة دنیا للدالة -

( ) 162
3

f - fھي قیمة قصوى للدالة =

f)التمثیل المبیاني للدالة 9
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)المعرفة ب:gلدالة العددیةنعتبر ا:2تمرین ) 2 1
1

xg x
x
+

=
+

.gحدد حیز تعریف الدالة.1
في محدات حیز التعریف و أول النتائج gأحسب نھایات الدالة.2

ھندسیا.
.gةأحسب الدلة المشتقة. ثم ضع جدول تغیرات الدال.3
.gأنشئ منحنى الدالة.4

الحل:
ھو: g)حیز تعریف الدالة 1

{ } { }/ 1 0 1D x x= Î + ¹ = - -¡ ¡

[و منھ [ ] [, 1 1,D = -¥ - - +¥U

2(( ) 2 1 2lim lim lim 2
1x x x

x xg x
x x®-¥ ®-¥ ®-¥

+
= = =

+
)و ) 2 1 2lim lim lim 2

1x x x

x xg x
x x®+¥ ®+¥ ®+¥

+
= = =

+
2yیعني المستقیم ذا المعادلة )مقارب أفقي للمنحنى= )fC.

( )
1 1

2 1lim lim
1x x

xg x
x+ +®- ®-

+
= =-¥

+
)و )

1 1

2 1lim lim
1x x

xg x
x- -®- ®-

+
= =+¥

+

1xیعني المستقیم ذا العادلة = مقارب عمودي للمنحنى.-

)لدینا:Dمنx)لكل3 )
( ) ( )2 2

2 1
1 1 1

1 1
g x

x x
¢ = =

+ +

)یعني: ) ( ) 0x D g x¢" Î >

)جدول تغیرات الدالة.4

.gمنحنى الدالة

الي :   المعرفة كالتfنعتبر الدالة :3تمرین
( ) 24 2 2f x x x= + -

)و حددfDحدد.1 )f x¢

)أحسب : .2 )lim
x

f x
®-¥

)=-2بین  : .3 )lim
x

f x
x®-¥

)و أحسب :  )lim 2
x

f x x
®-¥

+

¥-بجوار fلمنحنى الدالة أستنتج معادلة المقارب المائل.4
})1أجوبة : }2/ 4 2 2 0fD x x x= Î + - ³¡

24 2 2 0x xÛ + - =22 1 0x x+ - =

( ) ( ) ( )2 22 4 1 4 2 1 1 8 9 3 0b acD= - = - ´ ´ - = + = = >

0Dبما أن fلھا جذرین ھما: فان ھذه الحدودیة

1
1 3 2 1

2 2 4 2
x - +
= = =

´
و  

2
4 1

4
x -
= = ومنھ جدول الاشارة :-

[ومنھ:  ] 1; 1 ;
2fD é é= -¥ - È +¥ê êë ë

] [ 1; 1 ;
2

x ù é" Î -¥ - È +¥ú êû ë

( ) ( ) ( )2
2

2 2 2

4 2 2 8 2 4 14 2 2
2 4 2 2 2 4 2 2 4 2 2

x x x xf x x x
x x x x x x

¢+ -¢ + +¢ = + - = = =
+ - + - + -

2(( ) 2lim lim 4 2 2
x x
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