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الاشتقـاق ودراسة الدوالفي درس  4مذكرة رقم  
الأھداف القدرات المنتظرة من الدرس :

I.:اشتقاق دالة في نقطة
إذا وجد 0xقابلة للاشتقاق في النقطةfنقول ان دالة تعریف:

)بحیثlعدد حقیقي ) ( )
0

0

0

lim
x x

f x f x
x x®

-
=

-
lالعدد وlیسمى العدد المشتق للدالةf0في النقطةx  و نكتب .( )0f x¢=l

)المنحنىفان معادلة مماس 0xقابلة للاشتقاق في fإذا كانتملاحظة: )fC 0في النقطة التي أفصولھاx:ھي
( )( ) ( )0 0 0y f x x x f x¢= - +

)المعرفة كالتالي :   fنعتبر الدالة مثال: ) 22f x x=

0قابلة للاشتقاق عند fباستعمال التعریف بین أن  الدالة .1 1x = .
0عند fحدد معادلة المماس للمنحنى الممثل للدالة .2 1x =.

))1الجواب: ) ( ) ( ) ( )
0

0

1
0

1
lim lim

1x x x

f x f x f x f
x x x® ®

- -
=

- -

( ) ( )( )22

1 1 1

2 1 2 1 12 2lim lim lim
1 1 1x x x

x x xx
x x x® ® ®

- - +-
= = =

- - -

( ) ( ) ( )
1

lim2 1 2 1 1 4 1
x

x f
®

¢= + = + = = Î¡ اذن : الدالةf 0قابلة للاشتقاق عند 1x =.

2(( ) ( ) ( )0 0 0y f x x x f x¢= - +( )1 4f ¢ )و = )1 2f اذن :=
( )( ) ( ) ( )1 1 1 4 1 2 4 4 2y f x f x x¢= - + = - + = - 4ومنھ + 2y x= وھي معادلة المماس -

)المعرفة كالتالي :   fنعتبر الدالة :1تمرین ) 23f x x=

0قابلة للاشتقاق عند fباستعمال التعریف بین أن  الدالة .1 2x = .
0عند fحدد معادلة المماس للمنحنى الممثل للدالة .2 2x =.

))1الجواب: ) ( ) ( ) ( )
0

0

2
0

2
lim lim

2x x x

f x f x f x f
x x x® ®

- -
=

- -

( ) ( ) ( )22

2 2 2

3 4 2 2 23 12lim lim lim
2 2 2x x x

x x xx
x x x® ® ®

- - +-
= = =

- - -

( ) ( ) ( )
2

lim3 2 3 2 2 12 2
x

x f
®

¢= + = + = = Î¡ اذن : الدالةf 0قابلة للاشتقاق عند 2x =.

2(( ) ( ) ( )0 0 0y f x x x f x¢= - +( )2 12f ¢ )و = )2 12f اذن :=
( )( ) ( ) ( )2 2 2 12 2 12 12 24 12y f x f x x¢= - + = - + = - +

12 12y x= وھي معادلة المماس -
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II.:الدالة المشتقة
مشتقات الدوال الاعتیادیة:

( )f x( )f x¢المجال

k0¡

axa¡

2x2x¡

( )nx n *Î¥1nnx -
¡

1
x2

1
x

-] [أو ¥+,0] [,0-¥

في كل حالة من الحالات التالیة : fحدد الدالة المشتقة للدالة أمثلة:
1   (( ) 2f x =2 (( ) 3 5f x x= -3  (( ) 10f x x=

الأجوبة :
1(( ) ( )2 0f x ¢¢ = =2(( ) ( )3 5 3f x x ¢¢ = - =

3(( ) ( )10 10 1 910 10f x x x x-¢¢ = = =

لعملیات على الدوال المشتقة:ا
الشرطمشتقتھاالدالة

u v+u v¢ ¢+
k u×k u ¢×
u v×u v uv¢ ¢+

1
u2

u
u
¢

-u لا تنعدم فيI

u
v2

u v uv
v

¢ ¢+v لا تنعدم فيI

( )nu n *Î¥1nnu u- ¢
في كل حالة من الحالات التالیة :fحدد الدالة المشتقة للدالة :1مثال

1(( ) 82f x x=2 (( ) 45 1f x x= -

))1الأجوبة : ) ( ) ( )8 8 8 1 72 2 2 8 16f x x x x x-¢ ¢¢ = = ´ = ´ =2(( ) ( ) ( ) ( )4 4 4 1 35 1 5 1 5 4 0 20f x x x x x-¢ ¢ ¢¢ = - = ´ - = ´ - =

في كل حالة من الحالات التالیة :fحدد الدالة المشتقة للدالة :2تمرین

1(( ) 73f x x=2 (( ) 21 1
2

f x x= - -3(( ) 3 23 4 6f x x x= - +4 (( ) 5 42 3 6 1f x x x x= - - +

في كل حالة من الحالات التالیة :fحدد الدالة المشتقة للدالة :3تمرین
1(( ) 3 213 1

2
f x x x= - -2 (( ) 5 41 1 4 6

5 4
f x x x x= - - -3 (( ) 5 22 4 7f x x x= - +

):fحدد الدالة المشتقة للدالة :2مثال ) ( ) ( )3 5 2 6f x x x= + ´ +

)الحل: ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )3 5 2 6 3 5 2 6 3 5 2 6f x x x x x x x¢ ¢ ¢¢ = + ´ + = + ´ + + + ´ +

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )3 5 2 6 3 2 6 3 5 2f x x x x x¢¢ = + ´ + = ´ + + + ´

( ) 6 18 6 10 12 28f x x x x¢ = + + + = +

):fحدد الدالة المشتقة للدالة :4تمرین ) ( )2 2 1f x x x= ´ -

)الحل: ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 1 2 1 2 1f x x x x x x x¢ ¢ ¢¢ = ´ - = ´ - + ´ -

( ) ( ) 2 2 2 22 2 1 2 4 2 2 6 2f x x x x x x x x x¢ = ´ - + ´ = - + = -

):fحدد الدالة المشتقة للدالة :3مثال ) 1
2 1

f x
x

=
+

)الحل: ) ( )
( ) ( )2 2

2 11 2
2 1 2 1 2 1

x
f x

x x x

¢¢ +æ ö¢ = = - = -ç ÷+è ø + +

):fحدد الدالة المشتقة للدالة :5تمرین ) 1
4 3

f x
x

=
-

)الحل: ) ( )
( ) ( )2 2

4 31 4
4 3 4 3 4 3

x
f x

x x x

¢¢ -æ ö¢ = = - = -ç ÷-è ø - -
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):fحدد الدالة المشتقة للدالة :4مثال ) 2 3
1

xf x
x
+

=
+

))الحل: ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )2

2 3 1 2 3 12 3
1 1

x x x xxf x
x x

¢ ¢¢ + ´ + - + ´ ++æ ö¢ = =ç ÷+è ø +

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )2 2 2

2 1 2 3 1 2 2 2 3 1
1 1 1

x x x xf x
x x x

´ + - + ´ + - - -¢ = = =
+ + +

):fحدد الدالة المشتقة للدالة :6تمرین ) 3 1
2 5

xf x
x
-

=
+

))الحل: ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )2

3 1 2 5 3 1 2 53 1
2 5 2 5

x x x xxf x
x x

¢ ¢¢ - ´ + - - ´ +-æ ö¢ = =ç ÷+è ø +

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )2 2 2

3 2 5 3 1 2 6 15 6 2 17
2 5 2 5 2 5

x x x xf x
x x x

´ + - - ´ + - +¢ = = =
+ + +

):fحدد الدالة المشتقة للدالة :5مثال ) ( )34 3f x x= +

)الحل: ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 24 3 3 4 3 4 3 3 4 3 4 12 4 3f x x x x x x¢ ¢¢ = + = + ´ + = + ´ = +

))7:1تمرین ) 3 213 1
2

f x x x= - -2 (( ) 5 41 1 4 6
5 4

f x x x x= - - -

3 (( ) ( )2 2 1f x x x= ´ -4(( ) 1
5 4

f x
x

=
-

5(( ) 4 2
2 1
xf x
x
-

=
+

6  (( ) ( )72 1f x x= -

))1الحل: ) 3 2 213 1 9
2

f x x x x x
¢æ ö¢ = - - = -ç ÷

è ø
2 (( ) 4 3 4f x x x= - -3 (( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 1 2 1 2 1f x x x x x x x¢ ¢ ¢¢ = ´ - = ´ - + ´ -

( ) ( ) 2 2 2 22 2 1 2 4 2 2 6 2f x x x x x x x x x¢ = ´ - + ´ = - + = -

4(( ) ( )
( ) ( )2 2

5 41 5
5 4 5 4 5 4

x
f x

x x x

¢¢ -æ ö¢ = = - = -ç ÷-è ø - -
5(( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )2

4 2 2 1 4 2 2 14 2
2 1 2 1

x x x xxf x
x x

¢ ¢¢ - ´ + - - ´ +-æ ö¢ = =ç ÷+è ø +

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )2 2 2

4 2 1 4 2 2 8 4 8 4 8
2 1 2 1 2 1

x x x x
f x

x x x
´ + - - ´ + - -

¢ = = =
+ + +

6  (( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 6 6 62 1 7 2 1 2 1 7 2 1 2 14 2 1f x x x x x x¢ ¢¢ = - = - ´ - = - ´ = -

III.ارتابة دالة و إشارة مشتقتھ:
.Iدالة قابلة للاشتقاق علىfو¡مجال منIخاصیة:

§fثابتة علىI( ) 0f x¢ = ÛلكلxمنI.
§fیدیة علىتزاI( ) 0f x¢ ³ ÛلكلxمنI.
§fتناقصیة علىI( ) 0f x¢ £ ÛلكلxمنI.

)دالة عددیة معرفة ب :fلتكن: 1مثال ) 35f x x=

حدد .1
fD مجموعة تعریف الدالةf

fأحسب الدالة المشتقة واستنتج رتابة الدالة .2
الحل:

fDحدودیة اذن  f)الدالة 1 = ¡2(( ) ( ) ( )3 3 2 25 5 5 3 15 0f x x x x x¢ ¢¢ = = = ´ = fDتزایدیة على fومنھ الدالة ³ = ¡

دراسة دالة حدودیة:: 2مثال 
f: دالة عددیة معرفة ب( ) 3 23 4f x x x= - +

حدد .1
fD مجموعة تعریف الدالةf

)ات التالیة:أحسب النھای.2 )lim
x

f x
®+¥

)و )lim
x

f x
®-¥

.fأحسب الدالة المشتقة ثم ضع جدول تغیرات الدالة .3
.fأنشئ منحنى الدالة.4

الحل:
fDاذن حدودیة fالدالة .1 = ¡

2.( ) 3lim lim
x x

f x x
®+¥ ®+¥

= = +¥

( ) 3lim lim
x x

f x x
®-¥ ®-¥

= = -¥
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3.( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 23 4 3 4f x x x x x¢ ¢ ¢ ¢¢ = - + = - +

( ) ( )2 1 23 3 2 0 3 6 3 2f x x x x x x x¢ = - ´ + = - = -

( ) 0f x¢Û =( )3 2 0x x - =
Û3 0x 2أو= 0x- =Û0x 2xأو= =

)جدول إشارة )f x¢

.fجدول تغیرات الدالة

.fالتمثیل المبیاني للدالة(4

دراسة دالة حدودیة::8تمرین
f: دالة عددیة معرفة ب( ) 3 23 1f x x x= + -

حدد .1
fD مجموعة تعریف الدالةf

)أحسب النھایات التالیة:.2 )lim
x

f x
®+¥

)و )lim
x

f x
®-¥

.fأحسب الدالة المشتقة ثم ضع جدول تغیرات الدالة .3
.fأنشئ منحنى الدالة.4
الحل:

fDحدودیة اذن  fالدالة .1 = ¡

2.( ) 3lim lim
x x

f x x
®+¥ ®+¥

= = +¥

( ) 3lim lim
x x

f x x
®-¥ ®-¥

= = -¥

3.( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 23 1 3 1f x x x x x¢ ¢ ¢ ¢¢ = + - = + -

( ) ( )2 1 23 3 2 0 3 6 3 2f x x x x x x x¢ = + ´ + = + = +

( ) 0f x¢Û =( )3 2 0x x + =
Û3 0x 2أو= 0x + =Û0x 2xأو= = -

)جدول إشارة )f x¢
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.fجدول تغیرات الدالة

.fالتمثیل المبیاني للدالة

)المعرفة ب:gنعتبر الدالة العددیةدراسة دالة متخاطة:: 3مثال  ) 2 1
1

xg x
x
+

=
-

.gحدد حیز تعریف الدالة.1
في محدات حیز التعریف و أول النتائج ھندسیا.gالدالةأحسب نھایات .2
.gأحسب الدالة المشتقة. ثم ضع جدول تغیرات الدالة.3
املأ الجدول التالي :.4

43210-1-2x
( )g x

.gمنحنى الدالةأنشئ .5
الحل:

}ھو: gحیز تعریف الدالة .1 } { }/ 1 0 1D x x= Î - ¹ = -¡ ¡

[و منھ [ ] [,1 1,D = -¥ +¥U

2.( ) 2 1 2lim lim lim 2
1x x x

x xg x
x x®-¥ ®-¥ ®-¥

+
= = =

-
)و ) 2 1 2lim lim lim 2

1x x x

x xg x
x x®+¥ ®+¥ ®+¥

+
= = =

-
2yیعني المستقیم ذا المعادلة )مقارب أفقي للمنحنى= )fC.

( )
1 1

2 1lim lim
1x x

xg x
x+ +® ®

+
= = +¥

-
)و )

1 1

2 1lim lim
1x x

xg x
x- -® ®

+
= = -¥

-
1xیعني المستقیم ذا العادلة مقارب عمودي للمنحنى.=

)لدینا:Dمنxلكل.3 )
( ) ( )2 2

2 1
1 1 3

1 1
g x

x x
- -¢ = =
- -

)یعني: ) ( ) 0x D g x¢" Î <
جدول تغیرات الدالة.



الأستاذ : عثماني نجیب http:// xyzmath.e-monsite.com6

4.

.gمنحنى الدالة.5

)المعرفة ب:gنعتبر الدالة العددیة:9تمرین ) 3 1
2

xf x
x

+
=

-
.fحدد حیز تعریف الدالة.1
في محدات حیز التعریف و أول النتائج ھندسیا.fأحسب نھایات الدالة.2
.fأحسب الدالة المشتقة. ثم ضع جدول تغیرات الدالة.3
املأ الجدول التالي :.4

543210-1x
( )f x

.fأنشئ منحنى الدالة.5
الحل:

}ھو: fحیز تعریف الدالة .1 } { }/ 2 0 2D x x= Î - ¹ = -¡ ¡

[و منھ [ ] [, 2 2,D = -¥ +¥U

2.( ) 3 1 3lim lim lim 3
2x x x

x xf x
x x®-¥ ®-¥ ®-¥

+
= = =

-
)و ) 3 1 3lim lim lim 3

2x x x

x xf x
x x®+¥ ®+¥ ®+¥

+
= = =

-
3yیعني المستقیم ذا المعادلة )مقارب أفقي للمنحنى= )fC.

( )
2 2

3 1lim lim
2x x

xf x
x+ +® ®

+
= = +¥

-
)و )

2 2

3 1lim lim
2x x

xf x
x- -® ®

+
= = -¥

-
2xیعني المستقیم ذا العادلة مقارب عمودي للمنحنى.=

)لدینا:Dمنxلكل.3 )
( ) ( )2 2

3 1
1 2 7

2 2
f x

x x
- -¢ = =

- -

)یعني: ) ( ) 0x D f x¢" Î <
جدول تغیرات الدالة.

4.

.fمنحنى الدالة.5

43210-1-2x
37/25-11/21( )g x

543210-1x
413/210-4-1/22 /3( )f x
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IV.دراسة الدالة( )0a x ax b¹ +a:

)المعرفة ب:fنعتبر الدالة العددیةمثال:  ) 3 5f x x= -

.fالدالةحیز تعریفDحدد.1

أحسب.2
( )lim

x
f x

®+¥.

)أحسب.3 )f x¢و ضع جدول تغیرات الدالةf.

)أحسب.4 )2fو( )3fو( )7f.
في معلم متعامد ممنظم.fمثل مبیانیا الدالة.5

الحل:

1.( )f x3معرفة إذا وفقط إذا كان 5 0x - 3یعني ³ 5x و منھ ³
5
3

x ³

ھو:fیعني حیز تعریف الدالة
5 ,
3

D é é= +¥ê êë ë

2.
( ) 5 5lim lim 3 lim 3

x x x
f x x x

x x®+¥ ®+¥ ®+¥

æ ö= - = - = +¥ç ÷
è ø

لأن
5lim 0

x x®+¥
=

و 
lim

x
x

®+¥
= +¥

لدینا:.3
( )5 3,

3 2 3 5
x f x

x
æ öù é ¢" Î +¥ =ç ÷ú ê -û ëè ø

بما أن
3 0
2
>

3و 5 0x - )فان:< ) 0f x¢ >.
جدول التغیرات:

)لدینا:.4 )2 3 2 5 1 1f = ´ - = =

)و )3 3 3 5 4 2f = ´ - = =

)و )7 3 7 5 16 4f = ´ - = =

التمثیل المبیاني:.5
5 0
3

f æ ö =ç ÷
è øیعني أن النقطة

5 ,0
3

A æ ö
ç ÷
è øتنتمي ل( )fC.

( )2 1f )یعني أن النقطة= )2,1Bتنتمي ل( )fC.
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( )3 2f )یعني أن النقطة= )3, 2Bتنتمي ل( )fC.
( )7 4f )یعني أن النقطة= )7, 4Bتنتمي ل( )fC.

-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9

-5

5

x

y

)المعرفة ب:fنعتبر الدالة العددیة:10تمرین ) 2 4f x x= +

.fحیز تعریف الدالةDحدد.1

أحسب.2
( )lim

x
f x

®+¥.

)أحسب.3 )f x¢و ضع جدول تغیرات الدالةf.

)أحسب.4 )2f )و- )0fو( )6f.
في معلم متعامد ممنظم.fمثل مبیانیا الدالة.5

))1الحل: )f x2معرفة إذا وفقط إذا كان 4 0x + 2یعني ³ 4x ³ 2xو منھ - ³ -

]ھو:fیعني حیز تعریف الدالة [2,D = - +¥

( ) 4 4lim lim 2 lim 2
x x x

f x x x
x x®+¥ ®+¥ ®+¥

æ ö= + = + = +¥ç ÷
è ø

لأن
4lim 0

x x®+¥
=

و 
lim

x
x

®+¥
= +¥

لدینا:
] [( ) ( ) 2 12,

2 2 4 2 4
x f x

x x
¢" Î - +¥ = =

+ +

2بما أن 4 0x + )فان:< ) 0f x¢ >.
جدول التغیرات:

)لدینا: ) ( )2 2 2 4 0 0f - = ´ - + = =

)و )0 2 0 4 4 2f = ´ + = =

)و )6 2 6 4 16 4f = ´ + = =

التمثیل المبیاني:
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)المعرفة ب:gنعتبر الدالة العددیة:11تمرین ) 2 1
1

xg x
x
+

=
+

.gحدد حیز تعریف الدالة.1
حیز التعریف و أول النتائج ھندسیا.في محداتgأحسب نھایات الدالة.2
.gأحسب الدلة المشتقة. ثم ضع جدول تغیرات الدالة.3
.gأنشئ منحنى الدالة.4

الحل:
}ھو: gحیز تعریف الدالة )1 } { }/ 1 0 1D x x= Î + ¹ = - -¡ ¡

[و منھ [ ] [, 1 1,D = -¥ - - +¥U

2(( ) 2 1 2lim lim lim 2
1x x x

x xg x
x x®-¥ ®-¥ ®-¥

+
= = =

+
)و ) 2 1 2lim lim lim 2

1x x x

x xg x
x x®+¥ ®+¥ ®+¥

+
= = =

+
2yیعني المستقیم ذا المعادلة )مقارب أفقي للمنحنى= )fC.

( )
1 1

2 1lim lim
1x x

xg x
x+ +®- ®-

+
= = -¥

+
)و )

1 1

2 1lim lim
1x x

xg x
x- -®- ®-

+
= = +¥

+
1xیعني المستقیم ذا العادلة = مقارب عمودي للمنحنى.-

)لدینا:Dمنxلكل)3 )
( ) ( )2 2

2 1
1 1 1

1 1
g x

x x
¢ = =

+ +
)یعني: ) ( ) 0x D g x¢" Î >

جدول تغیرات الدالة.)4

.gالدالةمنحنى 


