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)في كل ما یلي الفضاء منسوب إلى معلم  ); ; ;O i j k
r r r

بحیث :  Dو Cو Bو Aنعتبر النقط :1تمرین
2 3OA i j k= + -

uuur r r r
2و    5 3OB i j k= + +

uuur r r r
و   

4 2OC i j k= - +
uuur r r r

3و    2 5AD i j k= + +
uuur r r r

)في المعلمDو Cو Bو Aحدد إحداثیات   )1 ); ; ;o i j k
r r r

ABحدد إحداثیات المتجھات )2
uuur

ACو
uuur

2uو AB AC= -
r uuur uuur

)في الأساس  ); ;i j k
r r r

.

2)1أجوبة : 3OA i j k= + -
uuur r r r

)یعني  )1;2; 3A -

2 5 3OB i j k= + +
uuur r r r

)یعني  )2;5;3B

4 2OC i j k= - +
uuur r r r

)یعني  )1; 4; 2C -

AD AO OD= +
uuur uuur uuur

ODیعني  AD AO AD OA= - = +
uuur uuur uuur uuur uuur

3یعني  2 5 2 3 4 4 2OD AD AO i j k i j k i j k= - = + + + + - = + +
uuur uuur uuur r r r r r r r r r

)یعني  )4; 4;2D

2(( )2 3 2 5 3AB AO OB OA OB i j k i j k= + =- + =- + - + + +
uuur uuur uuur uuur uuur r r r r r r

2 3 2 5 3 3 6AB i j k i j k i j k= - - + + + + = + +
uuur r r r r r r r r r

)ومنھ  )1;3;6AB
uuur

( )2 3 4 2AC AO OC OA OC i j k i j k= + = - + = - + - + - +
uuur uuur uuur uuur uuur r r r r r r

2 3 4 2 0 6 5AC i j k i j k i j k=- - + + - + = - +
uuur r r r r r r r r r

)ومنھ  )0; 6;5AC -
uuur

2u AB AC= -
r uuur uuur

)یعني  )3 6 2 0 6 5u i j k i j k= + + - - +
r r r r r r r

)یعني  )3 6 2 0 6 5 15 4u i j k i j k i j k= + + - - + = + -
r r r r r r r r r r

)ومنھ  )1;15; 4u -
r

)نعتبر في الفضاء المنسوب إلى معلم :2تمرین ); ; ;o i j k
r r r

)النقط: )3;2;1A )و - )5;3; 1B -

ABحدد  مثلوث  إحداثیات  المتجھة )1
uuur

]منتصف القطعة Iمثلوث إحداثیات)حدد2 ]AB

ABالمسافة )أحسب3
))1الجواب : )5 3;3 2; 1 1AB + - - -

uuur
)یعني )8;1; 2AB -

uuur

2(( )5 3 3 2 1 1; ;
2 2 2

I
+ -æ ö+ - +

ç ÷
è ø

;51یعني  ;0
2

I æ ö
ç ÷
è ø

3(( ) ( ) ( )2 2 25 3 3 2 1 1 64 1 4 69AB AB= = + + - + - - = + + =
uuur

)نعتبر في الفضاء المنسوب إلى الأساس :3تمرین ); ;i j k
r r r

)المتجھات  )1; 1;2u -
r

)و  )2;2; 4v - -
r

)و  )1;1;2w
ur

uأدرس استقامیة المتجھتین  )1
r

vو   
r

uأدرس استقامیة المتجھتین  )2
r

wو   
ur

)نحسب المحددات المستخرجة :لدینا1الأجوبة :

1 2
4 4 0

2 4
-

= - =
-

1و 2
4 4 0

2 4
-

=- + =
-

1و 2
2 2 0

1 2
-

= - =
-

uومنھ المتجھتین  
r

vو   
r

مستقیمیتین
1) نحسب المحددات المستخرجة :لدینا  2 1

2 2 4 0
2 2
-

=- - =- ¹

uومنھ المتجھتین  
r

wو   
ur

غیر مستقیمیتین
)معلم نعتبر في الفضاء المنسوب إلى:4تمرین ); ; ;o i j k

r r r

النقط 

( )1;2;1A و( )2;1;3B و( )1;4; 3C - )و - )2;3;3D
Cو Bو Aأدرس استقامیة النقط .1
Dو Bو Aأدرس استقامیة النقط .2

))1الأجوبة : )2 1;1 2;3 1AB - - -
uuur

)یعني )1; 1;2AB -
uuur

( )1 1;4 2; 3 1AC - - - - -
uuur

)یعني )2;2; 4AC - -
uuur

المحددات المستخرجة :لدینانحسب
1 2

4 4 0
2 4
-

= - =
-

1و 2
4 4 0

2 4
-

=- + =
-

1و 2
2 2 0

1 2
-

= - =
-

ABومنھ المتجھتین  
uuur

ACو   
uuur

Bو Aمستقیمیتین وبالتالي النقط : 
مستقیمیةCو 
2(( )1; 1;2AB -

uuur
)و    )1;1;2AD

uuur

1 1
2 2 4 0

2 2
-

=- - =- ABومنھ المتجھتین  ¹
uuur

ADو   
uuur

غیر مستقیمیتین 

غیر مستقیمیة Dو Bو A: وبالتالي النقط
)نعتبر المتجھات :5تمرین )1;1;1u -

r
)و  )0; 4;4v -

r

و 

( )2;0; 4w -
ur

uأحسب محددة المتجھات : 
r

vو   
r

wو 
ur

الجواب:

( )
1 0 2

4 0 0 2 0 2
det ; ; 1 4 0 1 1 1

4 4 4 4 4 0
1 4 4

u v w
- -

- - -
= - = - - +

-

r r ur

( ) ( )
1 0 2

det ; ; 1 4 0 1 16 1 8 1 8 16 16 0
1 4 4

u v w
- -

= - = - ´- - ´ + ´ - = - =
r r ur

)نعتبر المتجھات :6تمرین )1;1;1u
r

)و  )2;1;1v -
r

)و  )0;1;2w
ur

)و )0;3;3x
r

)و  )1; ;2y m
ur

حقیقي.ربارا متmحیث 

uبین أن المتجھات .1
r

vو   
r

xو 
r

مستوائیة
uبین أن المتجھات .2

r

vو   
r

wو 
ur

غیر مستوائیة
uبحیث تكون المتجھات mحدد العدد  .3

r

vو 
r

yو 
ur

مستوائیة

أكاديمیة 
الجھة 

الشرقیة
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))1أجوبة : )
1 2 0

1 3 2 0 2 0
det ; ; 1 1 3 1 1 1

1 3 1 3 1 3
1 1 3

u v x
-

- -
= = - +

r r r

( )det ; ; 3 3 6 6 0u v x = - + - =
r r r

uومنھ : المتجھات 
r

vو   
r

xو 
r

مستوائیة

2(( )
1 2 0

1 1 2 0 2 0
det ; ; 1 1 1 1 1 1

1 2 1 2 1 1
1 1 2

u v w
-

- -
= = - +

r r ur

( )det ; ; 1 4 2 3 0u v w = + - = ¹
r r ur

uومنھ : المتجھات 
r

vو   
r

wو 
ur

غیر مستوائیة
3(u

r

vو   
r

yو 
ur

مستوائیة یعني 

( )det ; ; 0u v y =
r r urیعني

1 2 0
1 1 0
1 1 2

m
-

=
یعني 

1 2 1 2 1
1 1 1 0

1 2 1 2 1
m

m
- -

- + 6یعني = 3 0m- 2mیعني = =

)نعتبر النقط ::7تمرین )1;1; 2A )و - )0;2; 1B )و - )1; 3;2C -

)و )1;1;2D )و- )1;1;3E

مستوائیةDو  Cو Bو Aبین أن النقط .1
مستوائیة؟Eو  Cو Bو Aبین أن النقط .2

))1أجوبة : )1;1;1AB -
uuur

)و  )0; 4;4AC -
uuur

)و  )2;0;4AD -
uuur

و 

( )
1 0 2

4 0 0 2 0 2
det ; ; 1 4 0 1 1 1 0

4 4 4 4 4 0
1 4 4

AB AC AD
- -

- - -
= - = - - + =

-

uuur uuur uuur

ABومنھ : 
uuur

ACو 
uuur

ADو 
uuur

مستوائیة 
مستوائیةDو  Cو Bو Aو بالتالي النقط 

2(( )0;0;5AE
uuur

( )
1 0 0

4 0 0 0 0 0
det ; ; 1 4 0 1 1 1 20 0

4 5 4 5 4 0
1 4 5

AB AC AE
-

-
= - = - - + = ¹

-

uuur uuur uuur

ABومنھ : 
uuur

ACو 
uuur

AEو 
uuur

غیر مستوائیة 
غیر مستوائیةEو  Cو Bو Aو بالتالي النقط 

)اء المنسوب إلى معلم نعتبر في الفض:8تمرین ); ; ;o i j k
r r r

النقط :

( )1;3;1A و( )2;1;2B و( )3; 3;1C )و- )2; 1;0D المتجھة و-
( )1;4;1u -
r

)للمستقیم احدد تمثیلا بارا متری)1 )D المار منA و الموجھ

uبالمتجھة  
r

)ھل النقط)2 )2;1;2Bو( )3; 3;1C )و- )2; 1;0D )تنتمي  للمستقیم - )D؟
)للمستقیم ایحدد تمثیلا بارا متر)3 )BC
)أدرس الوضع النسبي للمستقیمین  )4 )D و( )BC

))1أجوبة : )tÎR
1
3 4
1

x t
y t
z t

= -ì
ï = +í
ï = +î

( )D

2(
1 2 1
1 1 3 4
2

2 11

t t
t t

tt

= -ì = -ìïï ï= - Û = +í í
ï ï = +î= -ïî

)ومنھ  )B DÏ

2 3 1
3 3 3 4
2

1 10

t t
t t

tt

=-ì = -ìïï ï=- Û- = +í í
ï ï = +î=ïî

)ومنھ  )C DÏ و
1 2 1
1 1 3 4
1 0 1

t t
t t
t t

=- = -ì ì
ï ï=- Û - = +í í
ï ï=- = +î î

)ومنھ  )D DÎ

))المستقیم 3 )BC یمر من النقطة( )2;1;2Bو( )1; 4; 1BC - -
uuur

)متجھة موجھة لھ اذن  )tÎR
2 1
1 4
2

x t
y t
z t

= +ì
ï = -í
ï = -î

( )BC

4(( )1; 4; 1BC - -
uuur

)و  )1;4;1u -
r

BCنلاحظ أن :  u= -
uuur r

BCومنھ 
uuur

uو 
r

مستقیمیتین 
)وبالتالي المستقیمین  )D و( )BC متوازیین

)لیكن :9تمرین )D و( )D مستقیمین من الفضاء معرفان على

)ن :  تمثیلیھما  البرامتریابالتوالي  )tÎR1
1
1

x t
y t
z t

= +ì
ï = -í
ï = +î

( )D

( )kÎR
3

1 2
3

x k
y k
z k

= +ì
ï = - +í
ï = -î

( )D

)لمستقیمین  ابین أن  )D و( )Dغیر متوازیین

)الجواب : )1; 1;1u -
r

)متجھة موجھة ل  )D

)و  )1;2; 1v -
r

)متجھة موجھة ل  )D
uنلاحظ أن :

r

vو 
r

غیر مستقیمیتین 
)لمستقیمین  اي وبالتال )D و( )Dغیر متوازیین

)للمستوى ابارا متریحدد تمثیلا:10تمرین ); ;P A u v
r r:حیث

( )1; 3;1A )و - )2;4;1u -
rو( )1;0;2v -

r

الجواب :
1 2

3 4
1 2

x t t
y t
z t t

¢= - -ì
ï = - +í
ï ¢= + +î

:( )P  حیث( )tÎR و( )t¢ÎR

)للمستوى اھو تمثیل بارا متری ); ;P A u v
r r

)حدد معادلة دیكارتیھ للمستوى :11تمرین )P

)المار من  )1; 3;1A -

)و الموجھ بالمتجھتین )2;4;1u -
rو( )1;0;2v -

r

)نلاحظ أن الجواب : )2;4;1u -
rو( )1;0;2v -

rغیر مستقیمیتین

( ) ( ); ; ; ;M x y z P A u vÎ
r r

AMیعني 
uuuur

uو
r

vو 
r

مستوائیة

)یعني : )det ; ; 0AM u v =
uuuur r r: یعني( )det ; ; 0AM u v =

uuuur r r

( )1; 3; 1AM x y z- + -
uuuur

یعني :
1 2 1
3 4 0 0
1 1 2

x
y
z

- - -
+ =
-

)یعني : ) ( ) ( )
4 0 2 1 2 1

1 3 1 0
1 2 1 2 4 0

x y z
- - - -

- - + + - =

)یعني : ) ( ) ( )8 1 3 3 4 1 0x y z- + + + - 8یعني := 8 3 9 4 4 0x y z- + + + - =

8یعني : 3 4 3 0x y z+ + - = :( )P
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)نعتبر النقط :12تمرین )1;2;3A و( )1;1;2B و( )1; 2; 1C - -

ةغیر مستقیمیCو Bو Aبین أن  النقط )1
)للمستوى اأعط تمثیلا بارامتری)2 )ABC

)أعط معادلة دیكارتیة  للمستوى )3 )ABC

))1أجوبة : )2;0; 4AC - -
uuur

)و  )0; 1; 1AB - -
uuur

نحسب المحددات المستخرجة :لدینا  
1

1 0
4 0

1 4
d

-
= = ¹
- -

ABومنھ المتجھتین  
uuur

ACو   
uuur

و Aغیر مستقیمیتین وبالتالي النقط : 
B وCغیر مستقیمیة
)لدینا المستوى )2 )ABC یمر من النقطةAوAB

uuur

ACو 
uuur

متجھتین 
موجھتین لھ

اذن :
1 0 2
2 1 0
3 1 4

x t t
y t t
z t t

¢= + -ì
ï ¢= - +í
ï ¢= - -î

:( )P حیث( )tÎR و( )t¢ÎR ھو تمثیل

)بارامتري للمستوى  )ABC

3(( ) ( ); ;M x y z ABCÎ یعنيAM
uuuur

ABو
uuur

ACو 
uuur

مستوائیة
)یعني : )det ; ; 0AM AB AC =

uuuur uuur uuur

( )1; 2; 3AM x y z- - -
uuuur

1یعني : 0 2
2 1 0 0
3 1 4

x
y
z

- -
- - =
- - -

)یعني : ) ( ) ( )
1 0 0 2 0 2

1 2 3 0
1 4 1 4 1 0

x y z
- - -

- - - + - =
- - - - -

)یعني : ) ( ) ( )4 1 2 2 2 3 0x y z- + - - - 4یعني := 4 2 4 2 6 0x y z- + - - + =

4یعني : 2 2 2 0x y z+ - - 2یعني := 1 0x y z+ - - = :( )P
)لیكن:1ملحوظة  ) ( ); ;Q P B u v¢ ¢=

ur ur و( ) ( ); ;P P A u v=
r rمستویین

من الفضاء لدینا :
)= 0إذا كان : .1 )det ; ;u v u¢

r r ur   0و =( )det ; ;u v v¢
r r ur

)فان :  )P و( )Q  متوازیان قطعا.أو منطبقان

)0¹إذا كان : .2 )det ; ;u v u¢
r r ur  0¹أ و( )det ; ;u v v¢

r r ur

)فان :  )P و( )Q  وفق مستقیم.متقاطعان
)لیكن:2ملحوظة )Pو( )P¢ مستویین من الفضاء معرفین بمعادلتیھما

الدیكارتیتین :
0ax by cz d+ + + =:( )P مع( ) ( ); ; 0;0;0a b c ¹

0aو x b y c z d¢ ¢ ¢ ¢+ + + =:( )P¢   مع( ) ( ); ; 0;0;0a b c¢ ¢ ¢ ¹

)یكون المستویان .1 )Pو( )P¢ : متقاطعین إذا وفقط إذا كان
0ab ba¢ ¢- 0acأ و ¹ ca¢ ¢- 0bcأ و ¹ cb¢ ¢- ¹.
)كون المستویان ی.2 )Pو( )P¢ متوازیین  إذا وفقط إذا وجد عدد

aبحیث : kحقیقي غیر منعدم  ka¢ bو= kb¢ cو = kc¢ =.
)یكون المستویان.3 )Pو( )P¢ منطبقین  إذا وفقط إذا وجد عدد

بحیث : kحقیقي غیر منعدم 
a ka¢ bو = kb¢ cو = kc¢ dو = kd¢ =
)یكنل:13تمرین )Pو( )Q مستویین من الفضاء معرفین بمعادلتیھما

الدیكارتیتین :
2 3 0x y z- - - = :( )Q   3و 3 6 2 0x y z- - - = :( )P

)النسبي للمستویین :أدرس الوضع )Pو( )Q

)المستویان الجواب : )Pو( )P¢   3متوازیین قطعاk=

)نعتبر في الفضاء المنسوب إلى معلم :14تمرین ); ; ;o i j k
r r r

)النقطة  )1;1;0A و  المتجھتین( )1;1;1u
r

)و  )1; 1;2v -
r

)و المستوى  )Q : 1الذي  معادلة الدیكارتیة 0x y z+ - + =( )Q

)للمستوى أعط معادلة دیكارتیة  )1 )P المار منA و الموجھ

uبالمتجھتین 
r

vو 
r

)أدرس الوضع النسبي للمستویین   )2 )Qو( )P.

)أن )نلاحظ1الجواب : )1;1;1u
r

)و  )1; 1;2v -
r

غیر مستقیمیتین

( ) ( ); ; ; ;M x y z P A u vÎ
r r

AMیعني 
uuuur

uو
r

vو 
r

مستوائیة

)یعني : )det ; ; 0AM u v =
uuuur r r: یعني( )det ; ; 0AM u v =

uuuur r r

( )1; 1;AM x y z- -
uuuur

یعني :
1 1 1
1 1 1 0

1 2

x
y

z

-
- - =

)یعني : ) ( )
1 1 1 1 1 1

1 1 0
1 2 1 2 1 1

x y z
-

- - - + =
-

)یعني : ) ( )3 1 1 2 0x y z- - - - 3یعني := 2 2 0x y z- - - = :( )P
2(1 0x y z+ - + = :( )Q   3و 2 2 0x y z- - - = :( )P

)حدد معادلتان دیكارتیتان للمستقیم:15تمرین ) ( );D D A u=
r

في الحالات التالیة :
1(( )1; 1;2A )و- )1; 2;3u

rمتجھة موجھة لھ.
2(( )1; 1;3A )و- )0;1;2u

r.متجھة موجھة لھ

A)1الجواب : A Ax x y y z z
a b c
- - -

= 1یعني = 1 2
1 2 3

x y z- + -
= =

( )
( )

1 1
2 1 1 2 3 01 2

1 2 3 1 03 1 2
1 3

x y
x y x y

x z x zx z

- +ì =ï - = +ì - - =ìï ïÛ Ûí í í- - - - =- = - îïï î=
ïî

2(

( )

1 1 1
1 3 2 1 3 2 5 0

1 2

x x x
y z y z y z

=ì =ì =ìï ïÛ Ûí í í+ - + = - - + == ï îîïî

16:3تمرین 2 2 0x y z- - - = :( )P و( )tÎR
1
2
3 2

x t
y t
z t

= +ì
ï = -í
ï = +î

( )D

)أدرس الوضع النسبي للمستوى  )P و المستقیم( )D

1الجواب : 0x y z+ - + = :( )P

)اذن :  ) ( ) ( )1 2 3 2 1 0t t t t+ + - - + + 1یعني =
2

t=: اذن( )D یقطع

)المستوى  )P: في النقطة
1 31
2 2
1 32
2 2

13 2 4
2

x

y

z

ì = + =ï
ï
ï = - =í
ï
ï = + =ïî

3 3; ;4
2 2

Aæ ö
ç ÷
è ø

ھي نقطة التقاطع
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17:3تمرین 2 2 0x y z- - - = :( )P و( )tÎR
1 2

1
2 4

x t
y t
z t

= +ì
ï =- +í
ï =- +î

( )D

)أدرس الوضع النسبي للمستوى  )P و المستقیم( )D

5الجواب : 2 3 10 0x y z+ - - = :( )P

)اذن :  ) ( ) ( )51 2 2 1 3 2 4 10 0t t t t+ + - + - - + - 1یعني = 0- )اذن :غیر ممكن= )Dو( )Pمتوازیان قطعا
)لیكن  :ملاحظة ) ( );D D A w=

ur و( ) ( ); ;P P B u v=
r r

)إذا كان  )det ; ; 0u v w =
r r ur

)و  )A PÎ فان( ) ( )D PÌ

)إذا كان  )det ; ; 0u v w =
r r ur

)و  )A PÏ فان( )D یوازي  قطعا( )P

)إذا كان )det ; ; 0u v w ¹
r r ur

)فان  )D یخترق( )P.
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))حدد معادلة دیكارتیة للمستوى 1 ) ( ); ;P P B u v=
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مستوائیة
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)یعني : )1 0 0x z- - - + 1یعني := 0x z- + + = :( )P
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)ولدينا )A PÎ:لأن
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