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)نلخص النتائج في جدول یسمى جدول التغیرات :4

5(( ) ( )( )0 0 0y f x f x x x¢= + -0 1x = -

( ) ( ) ( )( )2 2 2 1 1 1 1y x y x y f f x¢= + Û = + Û = - + - +

)لأن :  )1 0f )و  = )1 2f ¢ =

نقط التقاطع مع محور الأفاصیلتحدیدأ))6
)نحل المعادلة : ) 0f x 2یعني = 4 3 0x x+ + =

نحل المعادلة باستعمال الممیز
1a 4bو  = 3cو  = =

( ) ( )2 22 4 4 4 3 1 16 12 4 2 0b acD = - = - ´ ´ = - = = >
0Dبما أن f :فان ھذه المعادلة تقبل حلین ھما

1 2
bx

a
- + D

2و  = 2
bx

a
- - D

=

1
4 4 4 2 1
2 1 2 1

x - + - +
= = =-

´ ´
2و  

4 4 4 2 3
2 1 2 1

x - - - -
= = =-

´ ´

)ومنھ نقط التقاطع ھم : )1;0A )و - )3;0B -
)نقط تقاطعب) )fCالمنحنى الممثل للدالةfمع محور الأراتیب

)نحسب فقط : )0f

( )0 3f )ومنھ نقطة التقاطع ھي: = )0;3C

-1)الدالة   تقبل قیمة دنیا ھي : 7
))رسم 8 )fC الممثل للدالةالمنحنىf و المستقیم( ) : 3D y =

)) تحدید نقط تقاطع9 )fC و( )D.

)نحل المعادلة : )f x y= 2یعني 4 3 3x x+ + =
2یعني  4 0x x+ )یعني = )4 0x x + 0xیعني = 4أو = 0x + =

0xیعني  4xأو = = -

)ومنھ نقط التقاطع ھم : )0;3E و( )4;3F -

10(Û 2 4 3 3x x+ + ³ Û 2 4 0x x+ ³
Û( )f x y³Û منحنى الدالة( )fC

)یوجد فوق المستقیم  )D

]ومنھ :  ]4;0S = -

210-1/4-12-
11417/827

10-1-2-3-4x
830-103f(x)
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)دالة معرفة ب:fلتكن: 12تمرین ) 2 2 3f x x x= - + +  .
fحدد مجموعة تعریف الدالة)1
)أحسب النھایات التالیة : )2 )lim

x
f x

®+¥
)و     )lim

x
f x

®-¥

وأدرس اشارتھاfأحسب مشتقة الدالة )3
.  fحدد جدول تغیرات الدالة)4
)حدد نقط تقاطع)5 )fCالمنحنى الممثل للدالةf.مع محور الأفاصیل

)حدد نقط تقاطع)6 )fCالمنحنى الممثل للدالةf.مع محور الأراتیب

0في النقطة الذي أفصولھاfحدد معادلة لمماس منحى الدالة )7 2x =

)أرسم )8 )fCالمنحنى الممثل للدالةf

الأجوبة :
fDحدودیة اذن  fالدالة )1 = ¡

2(( ) 2 2lim lim 2 3 lim
x x x

f x x x x
®+¥ ®+¥ ®+¥

= - + + = - = -¥

( ) 2 2lim lim 2 3 lim
x x x

f x x x x
®-¥ ®-¥ ®-¥

= - + + = - = -¥

3(( ) ( )2 2 3 2 2f x x x x¢¢ = - + + = - +:x" Î¡

( ) 0f x¢ 2یعني = 2 0x- + 1xیعني = =
)ندرس اشارة :  )f x¢

]اذا كانت:· [1;xÎ )فان : ¥+ ) 0f x¢ تناقصیةfومنھ £

[اذا كانت:· ];1xÎ )فان : ¥- ) 0f x¢ تزایدیھfومنھ ³
)نلخص النتائج في جدول یسمى جدول التغیرات :4

5(
تحدید نقط التقاطع مع محور الأفاصیل نحل المعادلة :

( ) 0f x 2یعني = 2 3 0x x- + + =

نحل المعادلة باستعمال الممیز
1a = 2bو  - 3cو  = =

( ) ( ) ( )2 22 4 2 4 3 1 16 4 0b acD= - = - ´ ´ - = = >
0Dبما أن f :فان ھذه المعادلة تقبل حلین ھما

1 2
bx

a
- + D

2و  = 2
bx

a
- - D

=

( )
1

2 16
1

2
x

- +
= =-

-
2و  

2 16 3
2

x - -
= =

-

)ومنھ نقط التقاطع ھم : )1;0A )و - )3;0B
))نقط تقاطع6 )fCالمنحنى الممثل للدالةfمع محور الأراتیب

)نحسب فقط : )0f

( )0 3f )ومنھ نقطة التقاطع ھي: = )0;3C

7(( ) ( )( )0 0 0y f x f x x x¢= + -0 2x =

( ) ( ) ( )( )2 7 3 2 2 2 2 2y x y x y f f x¢= - + Û = - - Û = + -

)لأن :  )2 3f )و  = )2 2f ¢ = -

fC)رسم: 8

المعرفتین كالتالي :     gو fنعتبر الدالتین : 13تمرین
( )

( )

2 2 ; 1
2 5; 1

f x x x x

f x x
x

ì = + £
ï
í

= - + >ïî

)و    ) ( )1g x x x= -

0دعلى الیمین  وعلى الیسار عنf)أدرس قابلیة  اشتقاق الدالة 1 1x =
قابلة  للاشتقاق ؟f)ھل  الدالة 2
0عند g)أدرس قابلیة  اشتقاق الدالة 3 0x =

)الجواب : )

( )

2 2 ; 1
2 5; 1

f x x x x

f x x
x

ì = + £
ï
í

= - + >ïî

)و  ) 21 1 2 1 3f = + ´ =

1(( ) ( )
1 1 1 1

4 4 4 25 3 21
lim lim lim lim

1 1 1 1x x x x

x
f x f x x x

x x x x+ + + +® ® ® ®

- +
- + - - +-

= = =
- - - -

1 1

4 2 1 4 2 1lim lim
1 1x x

x x
x x x x+ +® ®

- + - +
= ´ = ´ = -¥

- -
0على الیمین عند غیر قابلة للاشتقاق fومنھ  1x =

( ) ( ) 2

1 1

0 2 3lim lim
1 1x x

f x f x x
x x- +® ®

- + -
=

- -
0نحصل عن شكل غ محدد من قبیل :

0
نتخلص من ال ش غ م مثلا بالتعمیل  ثم بالاختزال:

2جذرللحدودیة 1نلاحظ أن :  2 3x x+ -
1xاذن : ھي تقبل القسمة على : -

)وباستعمال تقنیة القسمة الاقلیدیة نجد أن : ) ( )2 2 3 3 1x x x x+ - = + -
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1

0 3 1
lim lim lim 3 4

1 1x x x

f x f x x
x

x x- - -® ® ®

- + -
= = + =

- -
0على الیسار عند قابلة للاشتقاق fومنھ  1x )و = )4 1gf ¢=

2(f على الیمین غیر قابلة للاشتقاق
0عند غیر قابلة للاشتقاق fومنھ :  1x =

43210-1-2x
-503430-5f(x)
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3(( ) ( )1g x x x= )و - )0 0g =( ) ( )
( ) ( )

1 ; 0

1 ; 0

g x x x x

g x x x x

= - ³ìï
í

= - - £ïî
( ) ( ) ( )

0 0 0

0 1 0
lim lim lim 1 1

0 0x x x

f x f x x
x

x x+ + +® ® ®

- - -
= = - = -

- -

0على الیمین عند قابلة للاشتقاق gومنھ  0x )و = )1 0df ¢- =
( ) ( ) ( )

0 0 0

0 1 0
lim lim lim 1 1

0 0x x x

f x f x x
x

x x- - -® ® ®

- - - -
= = - + =

- -
0على الیسار عند قابلة للاشتقاق gومنھ  0x )و = )1 0gg¢- =

g 0عند على الیساروعلى الیمین قابلة للاشتقاق 0x =
)ولكن :  ) ( )0 0d gg g¢ ¢¹

0عند غیر قابلة للاشتقاق gومنھ :  0x =

)دالة معرفة ب:fلتكن: 14تمرین ) 22 2 3f x x x= - -  .
fحدد مجموعة تعریف الدالة)1
)أحسب النھایات التالیة : )2 )lim

x
f x

®+¥
)و     )lim

x
f x

®-¥

وأدرس اشارتھاfأحسب مشتقة الدالة )3
.  fحدد جدول تغیرات الدالة)4
)حدد نقط تقاطع)5 )fCالمنحنى الممثل للدالةf.مع محور الأفاصیل

)حدد نقط تقاطع)6 )fCالمنحنى الممثل للدالةfمع محور الأراتیب.

0في النقطة الذي أفصولھاfحدد معادلة لمماس منحى الدالة )7 3x = -

)أرسم )8 )fCالمنحنى الممثل للدالةf

fDحدودیة اذن  fالدالة )1الأجوبة : = ¡

2(( ) 2 2lim lim 2 2 3 lim 2
x x x

f x x x x
®+¥ ®+¥ ®+¥

= - - = = +¥

( ) 2 2lim lim 2 2 3 lim 2
x x x

f x x x x
®-¥ ®-¥ ®-¥

= - - = = +¥

3(( ) ( )22 2 3 4 2f x x x x¢¢ = - - = -:x" Î¡

( ) 0f x¢ 4یعني = 2 0x- 1یعني =
2

x =

)ندرس اشارة :  )f x¢

1اذا كانت: ;
2

x é éÎ +¥ê êë ë
)فان :  ) 0f x¢ تزایدیھfومنھ ³

;1اذا كانت:
2

x ù ùÎ -¥ú úû û
)فان :  ) 0f x¢ تناقصیةfومنھ £

النتائج في جدول یسمى جدول التغیرات :)نلخص 4

تحدید نقط التقاطع مع محور الأفاصیل)5
)نحل المعادلة : ) 0f x 22یعني = 2 3 0x x- - =

نحل المعادلة باستعمال الممیز
2a 2bو  = = 3cو  - = -

( ) ( )22 4 2 4 2 3 4 24 28 0b acD = - = - - ´ ´ - = + = >
0Dبما أن f :فان ھذه المعادلة تقبل حلین ھما

1 2
bx

a
- + D

2و  = 2
bx

a
- - D

=

1
2 28 2 4 7 2 2 7 1 7

2 2 2 2 2 2 2
x + + ´ + +
= = = =

´ ´ ´
2و  

1 7
2

x -
=

1ومنھ نقط التقاطع ھم : 7 ;0
2

A
æ ö+
ç ÷ç ÷
è ø

1و  7 ;0
2

B
æ ö-
ç ÷ç ÷
è ø

))نقط تقاطع6 )fCالمنحنى الممثل للدالةfمع محور الأراتیب
)نحسب فقط : )0f

( )0 3f = )ومنھ نقطة التقاطع ھي: - )0; 3C -

7(( ) ( )( )0 0 0y f x f x x x¢= + -0 3x = -

( ) ( )( )3 3 3y f f x¢= - + - +

( )14 21 21 14 3y x y x= - + Û = - +

)لأن :  )3 21f - )و  = )3 14f ¢ - = -

))رسم 8 )fCالمنحنى الممثل للدالةf

16التفاضلیة التالیة: لةمعادالحل : 15تمرین 0y y¢¢+ =
24:الجواب 0 16 0y y y y¢¢ ¢¢+ = Û + = :

16ومنھ الحل العام للمعادلة التفاضلیة 0y y¢¢+ =
المعرفة كما یلي : yھو مجموعة الدوال 

: cos 4 sin 4y x x xa b® aحیث + ÎR وb ÎR
4) 1حل المعادلات التفاضلیة التالیة: : 16تمرین 0y y¢¢ + =

2(8 0y y¢¢ + =3 (0y y¢¢ + =4(9 16 0y y¢¢ + =
22)1الجواب: 0 4 0y y y y¢¢ ¢¢+ = Û + = :

4ومنھ الحل العام للمعادلة التفاضلیة 0y y¢¢+ =
المعرفة كما یلي :  yھو مجموعة الدوال 

: cos 2 sin 2y x x xa b® aحیث + ÎR وb ÎR

3211/20-1-2x
91-3-7/2-319f(x)
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2 (( )2
2 2 0 8 0y y y y¢¢ ¢¢+ = Û + = :

8ومنھ الحل العام للمعادلة التفاضلیة 0y y¢¢+ =
:المعرفة كما یلي : yھو مجموعة الدوال  cos2 2 sin2 2y x x xa b® +

aحیث  ÎR وb ÎR
3 (20 1 0y y y y¢¢ ¢¢+ = Û + = :

0yومنھ الحل العام للمعادلة التفاضلیة y¢¢+ =
:المعرفة كما یلي :   yھو مجموعة الدوال  cos1 sin1y x x xa b® +

aحیث  ÎR وb ÎR

4 (
24 160 0 9 16 0

3 9
y y y y y yæ ö¢¢ ¢¢ ¢¢+ = Û + = Û + =ç ÷è ø

 :

8ومنھ الحل العام للمعادلة التفاضلیة 0y y¢¢+ =

4المعرفة كما یلي :   yھو مجموعة الدوال  4: cos sin
3 3

y x x xa b® +

aحیث  ÎR وb ÎR

ملخص لمشتقة بعض الدوال
وللعملیات على الدوال المشتقة

الدالة المشتقة الدالة f ¢

( ) tanf x x=( ) 2
2

1 1 tan
cos

f x x
x

¢ = = +

( )f x u v= +( )f x u v¢ ¢ ¢= +

( )f x u v= -( )f x u v¢ ¢ ¢= -

( ) .f x k u=( ) .f x k u¢ ¢=

( )f x u v= ´( )f x u v u v¢ ¢ ¢= ´ + ´

( ) nf x u=( ) nf x nu u¢ ¢= ´

( ) 1f x
u

=( ) 2

uf x
u
¢

¢ = -

( ) uf x
v

=( ) 2

u v u vf x
v

¢ ¢´ - ´¢ =

( )f x u=( )
2
uf x

u
¢

¢ =

الدالة المشتقة لدالة f ¢

( )f x k=( ) 0f x¢ =

( )f x x=( ) 1f x¢ =

( )f x ax=( )f x a¢ =

( )f x ax b= +( )f x a¢ =

( ) nxxf =( ) 1nf x nx -¢ = n *ÎZ

( ) 1f x
x

=( ) 2

1f x
x

¢ = -

( )f x x=( ) 1
2

f x
x

¢ =

( ) xxf cos=( ) sinf x x¢ = -

( ) xxf sin=( ) cosf x x¢ =

( ) ( )baxxf += cos( ) ( )sinf x a ax b¢ = - +

( ) ( )baxxf += sin( ) ( )cosf x a ax b¢ = +

( ) tanf x x=( ) 2
2

1 1 tan
cos

f x x
x

¢ = = +

« c’est en forgeant que l’on devient
forgeron » dit un proverbe.

c’est en s’entraînant régulièrement
aux calculs et exercices que l’on

devient un mathématicien


